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����� 1  

����	�
� ��
��������� 
� ������
 ����	�
� ��������	 

§ 1.1. ������� �������� ���!�����  
� �� ��"���� ���#$#� ������ 

1. 
��#!��� %#�&��& 

������� m 	�
��
�
 ����
�
�� � n 
�������
���, �	�, ��� ��-
��� ��	��� ��������, ������� m � n, ������������ � ����� ���� ���: 

 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

.
.........
,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�
�

 (1.1) 

�	� �������
�� ���� ������ ���
� ����	������� ������� 	�-
�

� (���	. 1.1), ������� �������� ��� �
!����"�� � ������� (1.1). 

 #��	�"�  1 .1  

x1 x2 . . . xn  

a11 a12 . . . a1n b1 

a21 a22 . . . a2n b2 

. . . . . . . . . . . . . . . 
am1 am2 . . . amn bm 

��
����� ������� (1.1) ��	����� 	���� 
���� �
�$�
�� 
�������
�
 

,,,, 2211 nnxxx 			 ��� �  
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����	���������� ���� ����
�
��� �������. �������, 
� ����-
��� 
� ��
��� ����
��, 
��������� ��
����
����. 

��� ������� ����
�
�� � ��
��� � ���� �� 
�������
��� 
nxx ...,,1  
��������� �����
�������, ��	� �
� ����� ��
� � �� �� 

�
������� ����
��. 
%������ ������, ������, $�� �	� 	���� ������� (1.1) ������
� 

��	��� ��� �	�$��:  
1) ������� 
� ����� 
� ��
��� ����
��; 
2) ������� ����� ���
����

�� ����
��; 
3) ������� ����� ���$��	�

�� �
������� ����
��. 
&
������� ���
 ����
�� ������� (1.1) 
��������� �� ����� 

��
�����. '����� ������� (1.1) ��
�$��� 
���� �� ����� ����
��. 
*����� 
�������� �������� 
�� �������� (1.1), 
��������� 

������������� ����������������. +��: 
1) �������
���� ����
�
��; 
2) ��$������
�� �� ������� ����
�
�� ����  

,00...00 21 �
��
�
 nxxx  

�	�, �����, 0 = 0; 
3) ��
���
�� ����
 $����� ��
��� �� ����
�
�� ������� 
� 

$��	� ;0��  
4) ������	�
�� � ����� $����� ��
��� �� ����
�
�� ������� 

��������������
 $����� ������� ����
�
��, ��
���

�
 
� ��
� 
� �� �� $��	�. 

/�������, ����� ��
� ������� 

�
�
�

��

�


.062
,435  

21

21

xx
xx

 

7 ����� $����� ������� ����
�
�� �������� ��������������� 
$���� �������, ��
���

�� 
� 2, � ��	�$�� ������� 

�
�
�

�
�


.88
,435

1

21

x
xx

 

9��������	��� $�����	� ��������� ����������	�
�, $�� 	���� 
�� �	���
���
�
 �����������
��, �������

�� 
�� �������� ����-

�
��, �������� � �������, ���
���	�
�� ��
��
��.  
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9�� ����	
�
�� �	���
���
�
 �����������
�� 
�� �������� 
����� ���
��
��� ����
�
�� ���� 

,0...00 21 bxxx n �
��
�
  

��� b � 0.  
<�
�, $�� ��� ����
�
�� 
� ����� ����
��; ����� 
������� ��-

��� ����
�
�� ��������������. �������, ���������� ���������-
$���� ����
�
��, 
��������
�; ��
������� ����
��� �����
�� 
������� 
� ����� ����	�. 

2. ���#$ ������ ��"���& ������ �������� ���!����� 

�	� 
�
����
�� ������ ����
�� ������� (1.1) ������� ���-
���� � ����
�� ����� 	��

�. ���� ������ ���	�$����� � ���, $�� 
� ������� �	���
���
�
 �����������
�� ������� (1.1) 	��� ��-
	�$��� �������, ���������� ���������$���� ����
�
�� (� ����� 
������� (1.1) ����������� 
��������
��), 	��� ������� (1.1) ���-
������� � 
��������� ���"��	�
��� ����. *����

���� ����� ���� 
���	�$����� � ���, $�� �	� ������� ����
�
�� ������� 
�������-

��, ������� �
���� � ��� ����
�
�� � ���!!�"��
���, ���
�� 
���
�"�, � � ����	�
�� ����
�
�� – � ���!!�"��
��� 0. >�	� �	� 
������� ����
�
�� ��!��������
� ����� 
�������
��, �� ��� 
���-
����
�� 
��������� ����
���, � ���� 
���� �����
�
 
�������
�
 
– ����
�� ������
����. *���	�
�� 
�������
�� (��	� �
� �����-
��) 
��������� 
���������. 

������ 1.1. ��
� ������� 	�
��
�
 ����
�
�� 

1 2 3 6

1 3 5 6

1 3 4 6

2 5 7,

3 4 3 2,

2 8.

x x x x

x x x x

x x x x

� � 
 � �
�� � � 
 � 
�
�


 � 
 ���

 (1.2) 

%���� 542 ,, xxx  – �����
�� 
�������
��, 631 ,, xxx  – ������
�� 

�������
��. %������, $�� ���!!�"��
�� ��� �����
�
 
�������-

�
 � ��������������
 ����
�
��
 ������� (1.2) ���
� 1. @ ��-
��� �	�$�� ��� 
��������	�
�, 
� ���
� ����� �������� � ����-
��� �	���
���
��� �����������
�� ���� 3), �����	�� ����
�
�� 
� 
���!!�"��
� ��� �����

�� 
�������
��. 
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9�������� ������� (1.2) � ���� 

 
�
�

�
�

�

��
�
�


�

�
�

6314

6315

6312

28
,3432
,527

xxxx
xxxx
xxxx

 (1.3) 

(� 	���
 $����
 ������� ����� �����
��, � �����
 $����
 – ���-
���
�� 
�������
��), ��	�$��� ����� ����
��. ���������	�
�, 
������ ������
�
 
�������
�
 631 ,, xxx  ���
� ���������� 	���� 
$��	� � ����� 
���� �
�$�
�� �����
�
 
�������
�
 .,, 542 xxx  
/�������, ���� ,01 �x  ,13 �x  ,26 �x  
����� ,102 �x  ,134 �x  

,05 �x  � �
�$��, ��	�$�� $���
�� ����
�� 

.2,0,13,1,10,0 654321 ������ xxxxxx  

#���� �������, ������ ������� � ���� (1.3) �����	��� ��	�$��� 
	���� $���
�� ����
�� ��

�� �������; � ���� ����	� ������ 
(1.3) ���
� �$����� ����� ����
���. 

*$����
�, $�� ��� ������� ���� �� ������ 
��������� ����-
��
����� 
�
���� ����� ��
��
������ �����
��� ��
����; �
�� 

�������� ������
���� ��� (�
� ������
���� – ����
���), �� ��-

���� ����
������. 

A�	���� ������ �	������ ������ B�����, �	� $��� ����� ���-
��
�� �$����
��� k-�� ���� (k = 1, 2, ...). 

A���, �$����
�� k-� ��� ������� �� �	������
 ��������: 
1. A� �������, ��	�$�

�� ��
�� (���	� k – 1 ���������
 ��-

���), ���	��� ����
�
�� 0 = 0. >�	� � ���������� ������� ������� 

��� �� ��
� ���������$���� ����
�
��, �� ������� 
��������
�, 
������ � 
�� ������������. 

2. >�	� ���������$���
 ����
�
�� 
� �����	���, ����� ��
� �� 
����
�
�� �������� �� �����
�!��� ��������� � ��
� �� 
���-
����
�
 – �� �����
�!��� ������
����. 7 ������ ������ ����C��-
	����� �	������� ��� �������
��: 

� 
� ���������
 ����
 ��� ����
�
�� 
� ��	� �����������; 
� � ����������� ����
�
�� ���!!�"��
� ��� ����������� 


�������
�� ��	��
 ���� ��	�$�
 �� 
�	�; ���� ���!!�"��
� 
�-
������ �����
�!��� ���������. 
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3. '����	�� ����������� ����
�
�� 
� ����������� �	���
�, 
��� ���� ���!!�"��
� ��� ����������� 
�������
�� ���
�� ��-
��
 ���
�"�.  

4. A��	�$�� ����������� 
�������
�� �� ���
 ����
�
��, 
����� ������������. �	� ����� � ������� �� ����
 ����
�
�� 
�������� ����������� ����
�
��, ��
���

�� 
� ���
������ 
$��	�. 

/��� �������� ����
$�������, ��	� 
� ��
� �� ����
�
�� ��� 

�	��� ������� �� ����������� (�.�. ��� ����
�
�� ��������	� � 
���� ��	�). @ ����	����� �	� ������� ����
�
�� ����� ���� �����-

�� 
�������
��, �
������ � ��� ����
�
�� � ���!!�"��
���, ���-

�� ���
�"�, � � ����	�
�� ����
�
�� – � ���!!�"��
��� 0. #�-
��� �������, �������� ������������ ���	� ��	�$�
�� ������ 
�-
������
�
. A� ��	�$�

�� ������� 
�
���� (��� � �����

�� ���-
����) ����� ����
��. 

'������� 
����	��� ��������.  

������ 1.2. '����� ������� ����
�
�� 

 
�
�

�
�

�


�
�

�



���

.23
,2
,232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 (1.4) 

' � � � 
 � � . @ ���	. 1.2 ��������� ���
 ��� ���	�$�
�� ����-
��� B����� �	� ������� (1.4). D��	� 1, ������

�� ����$���, ��-
����� � ��$����� ������������ �	���
��. D���� ���	�$��� 
���-
����
�� x1 �� ������� ����
�
��, ��
���� ������ ������ ���	�"� 

� –1 ($��	�, ������

�� � �����$��) � �������� �� ������ ������ 
(�����
� ����	���). E
�	���$
� �	� ���	�$�
�� 
�������
��� x1 �� 
�������� ����
�
�� ��
���� ������ ������ 
� –1 (������ $��	� 
������, ������

�� � �����$��) � �������� � ������� ������ (���-
��
� ����	���).  
 #��	�"�  1 .2  

x1 x2 x3    

1 2 3 2 –1 –1 

1 –1 –1 –2   
1 3 –1 –2   
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@ ����	����� ��	�$�� ���	. 1.3, � ������� ����������� �	�-
��
��� �����
� ���
�"� � ������� ������ � ������ ���	�"�, � ��-
��	
���	�
��� �
�����	��� ��	����� 3 � –2. ��	�� ���
���� � 
���	. 1.4, � ������� �����	�� �	���
�� ������ ������ 
� ����� 
�
�����	� –16. 9����������
�� ���	. 1.5 �
�	���$
� ����	
�
-

�� ��������� � 
� ������� ����	
���	�
�
 ����
�
��. 

 #��	�"�  1 .3  

1 2 3 2   
0 –3 –4 –4   
0 1 –4 –4 3 –2 

 #��	�"�  1 .4  

1 0 11 10   
0 0 –16 –16   
0 1 –4 –4   

 #��	�"�  1 .5  

1 0 11 10   
0 0 1 1 4 –11 

0 1 –4 –4   

 #��	�"�  1 .6  

1 0 0 –1   
0 0 1 1   
0 1 0 0   

#��	. 1.6 ������������� ������� 

�
�

�
�

�

�
�


�

.0
,1
,1

2

3

1

x
x

x
 

* � � � � :  ����
�� ���
����

��: 1 1,x � 
  2 0,x �  3 1.x �  



 15

������ 1.3. '����� ������� ����
�
�� 

�
�
�

�
�
�

�

���

���

���

���


.181032
,08842
,37883
,1223

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

' � � � 
 � � . 7�� � � ���������� �������, �������
� ���	���-
����	�
���� ���	�" B����� (���	. 1.7), ����	�

�
 ��
� �� ������ 
$�����, ������ ������ ����	����. 
 #��	�"�  1 .7  

x1 x2 x3 x4     

1 –3 2 2 1 –3 –2 –2 

3 –8 8 7 3    
2 –4 8 8 0    
2 –3 10 8 1    

1 –3 2 2 1    
0 1 2 1 0 3 –2 –3 

0 2 4 4 –2    
0 3 6 4 –1    

1 0 8 5 1    
0 1 2 1 0    
0 0 0 2 –2    
0 0 0 1 –1 –2 –1 –5 

1 0 8 0 6    
0 1 2 0 1    
0 0 0 0 0    
0 0 0 1 –1    

9��	��
�� ���	�"� ������������� ������� 

�
�

�
�

�


�
��
��

1
,12
,68

4

32

31

x
xx
xx
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� �����
��� 
�������
��� 421 ,, xxx  � ������
�� 
�������
�� 

3x . *���� ����
�� ������ !����	��� 

�
�

�
�

�


�

�

�

.1
,21
,86

4

32

31

x
xx
xx

 

* � � � � :  ������� ����� ���$��	�

�� �
������� ����
��.  

������ 1.4. '����� ������� ����
�
�� 

�
�
�

�
�
�

�

���

���

���

���


.12
,223914
,534
,3232

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

9��������	��� $�����	� ���������, $�� ���	� ���
 ����� � ���-
��������� �	���
���� 11a  � 22a  ��	�$���� �������, � ������� 
������ ����
�
�� ����� ���������$����.  

* � � � � :  ������� 
��������
�. 

3. 
$�#�#$��� ������� �������� ���!����� 


%��$������ .  "������� ��������� ��������
� ����������, 
�
�� 
�������� ���� ��������� ����� ���!. #�
����, 
�
������ �� 
���������� ���������, 
��� ��������
� ����������. 

*���� ��� ��
����
�� ������� m ����
�
�� � n 
�������
���: 

 

�
�
�

��
�

�

����

����
����

.0
.........
,0
,0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

�

�
�

 (1.5) 

*�
����
�� ������� ������ �������
�: ��
� �� �� ����
�� ���� 

.0...,,0,0 21 ��� nxxx  
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+�� ����
�� 
��������� �������.  
*����� ���
���� ��������	��� ������, ����� 	� ��

�� ��
�-

���
�� ������� 
�
�	���� ����
��? D����$
�� ����� ���� �	�-
������ �������. 

��#���� 1.1. $���������  
�
����, � %������ ��
�� ������-
��� ����
� ��
��  ������
����,  �
����  �����  ��������� ��
����. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9����
�� � ������� (1.5) ����� B�����. 
@ ���"���� �����������
�� 
� ����� ��������� ���������$���� 
����
�
��  

,0...00 21 bxxx n �
��
�
  

��� b � 0, �����	��� ��� ������
�� $	�
� ����
�
�� – 
�	�.  
%
�$��, ���	� 
��������� $��	� ����� ��	�$�� �������, ��� 

������� ����
�
�� ����� ��������������� ���� �����
�� 
���-
����
��. 9����	��� $��	� ����
�
�� ��
��� $��	� n 
�������
�
, 
�� � $��	� �����
�
 
�������
�
 ��	�
� ���� ��
��� n. �	�����-
��	�
�, �������	�
� ������� ������
�� 
�������
��. ������� 
����� ���$��	�

�� �
������� ����
��, � ��� $��	� – 
�
�	���� 
����
��. 

§ 1.2. �������� %�#�������!� 

1. ���'����(��)�� !�)�#�� � $����!�& ��$ ����.  
��#�������!# �n 

/����
�� 
�������� �����
�� �� ���	�
��� ����� ���������. 
>�	� 
� �	������� ������ ��������	�
�� ������� ������
��, 

�� ������� ������� a�  (
�����	�

��� �������) ����� ���������-
������ ���� $���	 21, aa  – ������
�� ����� �������. &� ��������-
�� ��� � ������� ����
���� 

� �21, aaa �
�

. 

E
�	���$
� � ���
���
�� �������
���� 

� �321 ,, aaaa �
�

. 



 18

*������ ��� !����, ������ �	������� ������	�
��, � ����-
��� n ��
�$��� 	���� 
�����	�
�� $��	�. 


%��$������ . 	�
���

����
� n-������ ���
���� ����-
����
� �!��� ��
������������
�� �� n ���
���������� ��
��  

.,,, 21 naaa �  

�	� �������

��� ����
�$�
�� ���!����$������ ������� ���$-

� ������� ��
� ����� �� ����	��� ����
�: 

� �.,,, 21 naaaa ��
�  

D��	� naaa ,,, 21 � , �������� ������ a� , 
��������� %���������-
�� ����� �������. /�������, ������
�� 

� �0,1,1,4,2
�a�  

��	����� ���!����$����� �������� � ������
����� .0,1,1,4,2
  
'���������, 
�����������

�� ��������$����� ����	 ����� 

��	��� ��
����
��, ������
�� � ���
���
�� ���!����$����� 
�������. 9����� ������������ 
�����	�

��� ��������� 
� $�-
�	���� ������, ������ – 
� ������
��
�� �	�������, ������ – � 
������
��
�� �������
����. 

@ ��	�
����� �	��� «���!����$�����» � 
����
�� ������� ��-
���, ��� �����	�, ��������. 


%��$������ . &�� ��%���� a�  � b
�

 
 ����� � ��� �� ��
��� 
%�������� 

� �naaaa ,,, 21 ��
� , � �nbbbb ,,, 21 �

�
�  

����� 
������ ������
 � ��� � ����%� � ��� 
�����, %����  
.,,, 2211 nn bababa ��� �  

'���
���� �������� ����
�$����� ���$
�� �������: .ba
��

�  


%��$������ . ������ ���� ��%����� a�  � b
�

 (
 �����%���� 
��
��� n %��������) ��������
� ��%��� 

� �.,,, 2211 nn babababa ����� �
��  
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H���� ����������� �	������� �������� �	���
�� ��������: 
1. ;abba ����

���  

2. � � � �cbacba ������
����� . 

@����� (0, 0, ..., 0) 
��������� ������� � ����
�$����� 0
�

 (�	� 
������ 0). *$����
�, $�� 

3. aa ���
�� 0  �	� 	����� .a�  

/���
�", ������ � �naaa 


 ,,, 21 �  
��������� ���������-
������ ��%���� � �naaaa ,,, 21 ��

�  � ����
�$����� – .a�  

4. � � .0
���

�
� aa  


%��$������ . ���
������
�� ���
��� � �naaaa ,,, 21 ��
�  �� 

�
��� � ��������
� ��%��� 

� �.,,, 21 naaaa ���� ��
�  

9�������� �	������� �������� �����"�� ��
���
�� ������� 

� $��	�: 

5. � � ;baba
����

��� ���   
6. � � ;aaa ���

���� ���  
7. � � � � ;aa ��

���� �  
8. .1 aa ��

�
  


%��$������ . '����
��� �
�� n-������ ���(������
%�� 
��%�����, � %������ ������� �%������� ��
� �������� 
������� 
��%����� � ��������� ��%���� �� ��
��, ��������
� ��
���

��-
��
� n-������ ���
����� ����
����
��� � ����������
� �n. 

�
��� ���$���
��, $�� 
�����������

�� ��������$����� 
����	 ����� 	��� �������
���� �1, �2, �3. 9������
���� �n ���  

n > 3 – $���� ��������$����� ��C���. 7�� �� ������ ��	��, ���� 
��C��� �$�
� �����
 �	� �����
�� ���	�
�
 ���"�����, � ��� $��	� 
���
���$����
. %������ �����, $�� ����� �������
���� �n ������-

���� � ������ ��������$����� ��C����, 
� ������
 ����� ���� ���-
��
� �����"�� �	���
�� � ��
���
�� 
� $��	�. +�� ��C���� � ��-
��� �	����� ��������� 
����� ��	�
������ ���������
��. 
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2. �������� %�#�������!� #*+�,# !�$� 


%��$������. '����
��� V ��������
� �
������ ���-
�
����
���, � ��� �������� – ���
����
, �
�� �� ��� ��������-
�� ��� ��������: 

� ������
� ���
����, ������!���, ��� %����� ���� ��%��-
��� a�  � b

�
 �� ��%������� ������� 
�����
� � 
������
�-

��� ������ ��%���, ���������� ������ ���
���� a�  � b
�

 � 
������������ ;ba

��
�  

� �������
� ���
��� �� �
���, ������!���, ��� %����� ��-
��, 
�
������ �� ��%���� a�  � ��
�� �, 
�����
� � 
������-

���� ��%���, ���������� ���
������
�� � �� a�  � ������-
������ .a��  

)�� ���� �������
�, ����� �%������� �������� �����������-
�� 
����!��� �
������ 
 �%
�����: 

1) ;abba ����
���  

2) � � � �cbacba ������
����� ; 

3) ���������� ������� ������� ,0
�

 �����, $�� 
aa ���

�� 0  �	� 	����� ;a�  
4) �	� ������� �	���
�� a�  ���������� ��������������� 

������� ,a�
  �����, $�� � � ;0
���

�
� aa  

5) � � ;baba
����

��� ���  
6) � � ;aaa ���

���� ���  
7) � � � � ;aa ��

���� �  
8) ,1 aa ��

�
  
��� ,a�  b

�
 � c�  – ������������ �������� ��������� ���
����
��� V, 

� � � * – ������������ ���
���������� ��
��, %������ ������� 
�������� ��������
.  

H�
��
�� �������
���� ����� $���� 
������� ��%������� 
���
����
�����.  

9������� ������� 	�
��
�
 �������
���: 
1) �������
���� �n; 

2) �
������� ����
�� ��
����
�� ������� 	�
��
�
 ����
�
��; 
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3) �
������� !�
�"��, ������	�

�
 
� ������� [a; b], � ��-
��

��� �	� 
�
 ���$
�� ������� �����"���� �	���
�� � ��
�-
��
�� 
� $��	�; 

4) �
������� ��	�����	�
�
 $���	, ��	� �����"�� �	���
�� 
���
 �	���
��� x � y ������	��� ��� �
 ���������
�� (��
������� 
� ���$
�� ����	�), � �����"�� ��
���
�� x 
� ���������	�
�� 
$��	� k – ��� �������
�� x � �����
� k; 

5) �
������� ���
 �
���$	�
�� � ����

��� �	� 
�
 ���
����-

�� ������� �����"���� �	���
�� � ��
���
�� 
� $��	�; 

6) �
������� ���
 �
���$	�
��, �����
� ������
 
� ��������� n. 
9��������	��� $�����	� ������
���� ����������	�
� �����-

���� ����	
�
�� ������ 	�
��
��� �������
���� �	� ���������
-

�
 ���� ��������. 

���$�#-���� 1. +������ ������� ��������� ���
����
��� 
��������� ����
������� �������.  

���������	�
�, ������	���� ������
��, $�� ���������� ��� 

�	���
 �	���
�� 10

�
 � .02

�
 #����, � ��
�� �����
�, 
� ��
���
�� 

������� 3 ,000 121

���
��  ��� ��� 20

�
 – 
�	���� �	���
�.  

� ������ �����
�, ,000 221

���
��  ��� ��� 10

�
 – 
�	���� �	���
�. 

�	�������	�
�, ,00 21

��
�  $�� � �������	���. 

���$�#-���� 2. )�� ��������� �� ���� �!��� ��%��� a�  
��������
� � ������� ��%���, �.�.  

 .00 a�
�


�  (1.6) 

@ ����� ��	�, 

.010)10( aaaaaa ������
�
�
�
���  

9�����	�� a�
  � ����� $����� ����
����, ��	�$�� (1.6). 

���$�#-���� 3. &�� �!���� �������� a�  
���
����� ����-

������� ��������������� ������� ,a�
  ������ 

 .)1( aa ��


�
  (1.7) 
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���������	�
�, ������	����, $�� �	� �	���
�� a�  ���������� 
��� ���������	��
�
 �	���
�� 1a�  � .2a�  #����, ���
���� �� �
�-
��
�� ������� 1 � 4, ����� 

� � � � .00 22212111 aaaaaaaaaa ������������
�����������  

A� ����
���� (1.6) � �$���� ������ 6 � 8 ��	�$�� 

.)1(1)1()11(00 aaaaaa �������
�

�
�

�
�
�
�  

*����� � ��	� ���
����

���� ���������	��
��� �	���
�� ����-
���� ����
���� (1.7).  

E
�	���$
�� ������� ����� ���� ������
� �	������� ����-
���� �����"�� 
�� ���������: 

1) ,00
��

�
�  
2) ).()( aa ��

�� 
�

  
'�����
���� $�����	� �������� ��� ��������	����� ����������	�
�. 

3. �#$%�#�������!# ������#,# %�#�������!� 


%��$������ . )�������
��� S ��������� ���
����
��� V 
��������
� �������
����
���, �
�� ��������� 
����!��� ��� 
�
�����: 

1) ��� �!��� ���� ��%����� a� , b
�

 �� S �� 
���� a�  + b
�

 ��%�� 
����������� S; 

2) ��� �!���� ��%���� a�  �� S � �!���� ���
����������� ��
�� 0 
������������ a��  ��%�� ����������� S. 

*$����
�, $�� ����������
���� S ���� ��	����� 	�
��
�� ���-
����
����� ��
�����	�
� �����"�� �	���
�� � ��
���
�� 
� $��-
	�, ������	�

�
 � �������
���� V (�.�. � ����������
���� S ��-
��	
�
� ��� ������ ������ 	�
��
��� �������
����). @ $���
����, 

�	���� �	���
� ���
��	���� ����������
����, �����	��� 

,00 a�
�


�  ��� a�  – �������	�
�� �	���
� S. 
*������, $�� � 	����� 	�
��
��� �������
���� ���������� 

��� ����������
����, 
��������
 ������������: ��� ���� 	�
��-

�� �������
���� V � ������� ������
����
��� (��������� �� ��-

��� 
�	����� �	���
��). 
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'��������� �������. 
1. &
������� ���
 �
���$	�
��, ����

�
 
� ������� [a; b], ��-

	����� ����������
����� 	�
��
��� �������
���� !�
�"��, ����
-

�
 
� ��� �� �������. 

2. &
������� ���
 �
���$	�
��, �����
� ������
 
� �������-
�� 1
n , ��	����� ����������
����� �
������� �
���$	�
��, ���-
��
� ������
 
� ��������� n. 

3. &
������� ����
�� ��
����
�� ������� 	�
��
�
 ����
�-

�� � n 
�������
��� ��	����� ����������
����� �������
���� �n. 

���$�#-���� 4. )���
������ S ���� ������
����
�� S1 � S2 
��������� ���
����
��� V ������
� ������
����
����.  

���������	�
�, ��	� a�  � b
�

 ���
��	���� S, �� �
� ���
��	�-
��� ��
������

� 1S  � 2S , � �
�$��, ba

��
�  � a��  (��� 0 – 	���� 

$��	�) ����� ����� ���
��	����� ��
������

� 1S  � 2S , �.�. ��-
��� ���
��	����� S.  

%������ �����, $�� ��C���
�
�� ���
 ����������
��� � ��	�-
$�� �� ������$�
�� � ����� �	�$�� 
� ��	����� ����������
�����. 

§ 1.3. ������# /�!������  
� ������# ��/�!������ ������� !�)�#�#! 

1. ������� !�)�#�#! ! ������#� %�#�������!� 

*����"�� �	���
�� �������� � ��
���
�� ������� 
� $��	� 	�-
��� � ��
��� �����
��� � �������� ���	���
���� �����	� ��������-
��, 
���������� 	�
��
�� �	������. *�
�� �� "�
���	�
�
 ��
���� 
	�
��
�� �	����� ��	����� ��
���� 	�
��
�� �����������. 

�
�$�	� ������� �	�������: ��	� ��� ���������
�� 
�������-
�� ������� ���
������ ����� ��	� � 
����	����� ���������, ��, 
��� �����	�, �
 ����
�$��� ��
�� � ��� �� ������ a�  � ���
��� 
�
�������: ...;,, 21 aa ��  ���� 
���� � �...,, 21 aa ��  
������� 
�
����� 
��%�����.  

:���(���� 1. ������� �������� ��	�$����� �� �
������� �����-
��� ���, $�� � ������� ��� ������� ����
�������
� � ����� 
�
 ����� 
���� �����������. 
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%��$������ . )�
�� ���� ��%���� ....,,, 21 saaa ���  "!��� 
��%��� a�  ���� 

 ,...2211 ssakakaka ����
����  (1.8) 

��� skkk ...,,, 21  – %�%�� ������ ��
��, ��������
� �
������ ���-
�
���
�� ��%����� ....,,, 21 saaa ���  

9�� 
�	�$�� ����
���� (1.8) ����� �������, $�� ������ a�  ��-
����� ��������
� $���� ������� saaa ��� ...,,, 21  �	� $�� a�  �������-

��
� �� �������� ....,,, 21 saaa ���  

/�������, �	� ������� �������� �� �3 

� � � � � �8,13,3,5,4,0,3,2,2 321 
�
�� aaa ���  

���������� 	�
��
�� �����
�"�� 

� � � � � � � �.0,0,016,26,625,20,09,6,6253 321 �



�

 aaa ���
 

#���� �������, ������ � �0,0,0  ��	����� 	�
��
�� �����
�"�-
�� �������� .,, 321 aaa ���  


%��$������ . '����
��� �
�� �������� %��������� ��%-
����� saaa ��� ...,,, 21  ��������
� �
������ ��������� ��%����� 

saaa ��� ...,,, 21  � ����������
� L( saaa ��� ...,,, 21 ). 

H�
��
�� ���	�$�� L( saaa ��� ...,,, 21 ), ��� 
�����
� ������, ��	�-
���� ����������
����� 	�
��
��� �������
���� V. 9��$�� � 
���-
����� ����	� �
� ��	����� 
����
���� ����������
�����, ��-
�������� ������� ....,,, 21 saaa ���  +�� ��
�$���, $�� 	���� ������ 

����������
����, ���������� ������� ,...,,, 21 saaa ���  �������� � �
 
	�
��
�� ���	�$��. 
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2. �������& /�!����#��; !�)�#�#! � �� �!#���!� 


%��$������ . #�
���� ��%����� saaa ��� ...,,, 21  ��������� 
���
����
��� V ��������
� �
����� ���
�
���, �
�� 
���
���-
!� ��%�� ��
�� ,...,,, 21 sccc  �� ������ ������������ ���!, ��� 

���������� �����
��� 

 .0...2211 ���� ssacacac ���  (1.9) 

@ $���
����, ������� 321 ,, aaa ���  �� ����������� ������� (�. 24) 
	�
��
� ��������. 


%��$������ . 1
�� 
�
���� ��%����� saaa ��� ...,,, 21  ��%���, 

��� �����
��� (1.9) ��������, ����%� �
�� ,0...21 ���� sccc  �� 
��� 
�
���� ��������
� �
����� �����
�
���. 

:���(���� 2. 9�
���� 	�
��
�� 
������������ ����� ���� 
������
� � 
� �������, ��������� �� �����
�$
��� $��	� �����-
���. J����
�$
�� ������� 
������� ������� ������
����, ��	� 
	�
��
� 
��������� �� 	���� ��
�$
�� ����������. 

9���$��	�� ��� ������� 	�
��
�� �����������. 

1. #�
���� �� ������ ��%���� a�  ������� ����
��� ����� � 
����%� �����, %���� .0

��
�a  

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� ������� { a� }, ��������� �� ��
��� 
������� ,a�  	�
��
� ��������. #���� 
������� $��	� ,0�c  �����, 
$�� .0

��
�ac  K�
���� ��� $���� ����� ����
���� (��� �������) 
� 

$��	� .1
c  9�	�$�� � � 011
��

� 

 cacc  �	� � �1 0.c c a
 �

��  #���� �������, 

01
��

�
 a  �	� .0
��

�a   

*����
�, ��	� ������ a�  ����
 ,0
�

 �� ����
���� 01
��

�
 a  ������-
����, $�� ������� { a� } 	�
��
� ��������. 
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2. #�
����, 
��������� ����� ������ ��%����, ������� ����-

��� � ��� � ����%� � ��� 
�����, %���� 
���� ������ ��%����� 
�����
� ��%��,  %������  �������  ��������
� ����� �
�������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� ����� ��

�
 �������� 
saaa ��� ...,,, 21  ������� �����, 
�������, ������ ,1a�  ������� 	�
��
� 

���������� $���� ����	�
��: 

.221 ssakaka ����
���  

9�����	�� � ����� $����� ����
���� ������ – ,1a�  ��	�$�� 

,0221

�����
����
 ssakaka  

�.�. 	�
��
�� �����
�"�� �������� saaa ��� ...,,, 21  ���
� 
�	�, ���$�� 

������� ���!!�"��
��, 
� ���
�� 
�	� (���!!�"��
� ��� 1a�  ��-
��
 –1). �	�������	�
�, ������� saaa ��� ...,,, 21  	�
��
� ��������. 

*����
�, ����� ������� saaa ��� ...,,, 21  	�
��
� ��������, �.�. 

����� ����� ����
���� (1.9) � ���!!�"��
���� ,...,,, 21 sccc  
� 

���
��� 
�	� ��
������

�. 9����, ������, .01 �c  9�������� 
����
���� (1.9) � ���� 

ssacacac ���
���
 ...2211  

�, ��
���� ��� $���� 
� ,1
1


 c  ��	�$�� ����
���� 

,
1

2
1

2
1 s

s a
c
ca

c
ca ����

��
�

�
��
�

�


�

�
�

�
�
�
�

�

�  

��
�$�����, $�� ������ 1a�  	�
��
� ���������� $���� ����	�
�� 
������� �������. 
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3. 1
�� ��
�� 
�
���� ������� ����
���, �� � �
� 
�
���� ��-
����� ����
���.  

���$��!��. #�
����, �%�!��!��� ������� ��%���, ������� 
����
���. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� ��
� �������, 
�������, �� ���
 
�������� ,,, 321 aaa ���  ���$�� $���� �������, ��������� �� ���
 ���-

����� ,, 21 aa ��  	�
��
� ��������, �.�. �������	��� ����
���� 

,03322

���
�� acac  

��� ���
 �� ���!!�"��
��� 2c  �	� 3c  ��	�$�
 �� 
�	�. ������� � 

����� $����� ������ ,00 1a�
�


�  ��	�$�� ����
���� 

,00 33221

����
���
 acaca  

��
�$����� 	�
��
�� ����������� ���� ������� .,, 321 aaa ���  

4. 1
�� 
�
���� saaa ��� ...,,, 21  ������� ������
���, �� ��� ��-
�������� % ��� ��� ������ ��%���� a�  
�������
� ������� ����
�-
���, �� ��%��� a�  ������� ��������
� ����� ....,,, 21 saaa ���  

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9� ��	���� �������	��� ����
���� ���� 

 ,0...2211

�����
����� acacacac ss  (1.10) 

��� 
� ��� $��	� cccc s ,...,,, 21  ���
� 
�	�. /�����
� ������, $�� 
���

� ;0�c  � ������
�� �	�$�� �� ��	�$�	� �� ����
���� 

,0...2211

����
���� ssacacac  ��
�$����� 	�
��
�� ����������� ���-

���� ....,,, 21 saaa ���  9�	������ ���, $�� ,0�c  ���
� �� ����
���� 

(1.10) �������� a�  $���� ������� ....,,, 21 saaa ���  
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3. ������# /�!������ � ������# ��/�!������ �������  
! %�#�������!� �n 

'��������� � �������
���� �n ������� �������� ���� 

a�  = ,( 1	 ,2	 ,3	  ..., ),n	

b
�

 = (0, ,2� ,3�  ..., ),n�

c�  = (0, 0, ,3�  ..., ),n�

. . . . . ., 

��� 	i, �j, ... ����
�$��� �����-�� $��	�, ���$�� 	1, �2, �3, ... ($��	�, 
������� 
� «�����
�	�») ��	�$
� �� 
�	�. #���� ������� �������� 

��������� ��
�������. 9�
��
�, $�� $��	� �������� � 	���
�$
�� 
������� 
� ������
���� n ($��	� ������
�� � ������ �������). 

���$�#-����. "!��� ��
������� 
�
���� ��%����� ������� 
������
���. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9�����	���� ������
��. #���� ���
 �� 
��

�
 �������� ��	��
 	�
��
� ���������� $���� ����	�
��. 
9����, 
�������, a�  	�
��
� ���������� $���� ��

�
,, cb : 

��
��

��� clbka . 

/� ����� ����
���� 
�������
�, �����	��� ������ ������
��� ���-
���� a�  ��	�$
� �� 
�	�, � ������ ������
��� ������� ��

�
�� clbk  

���
� 
�	�. 9�	�$�

�� ���������$�� ����������, $�� ������� 
��

�� ,,, cba  	�
��
� 
���������. 


%��$������ .  2�%���� a�  � b
�

 ������!�
� ����
������-
�
, �
�� bka

��
�  ��� akb ��

�  ��� ��%������� ��
�� k. 
>�	� ���
 �� �������� a�  �	� b

�
 ����
 
�	�, �� ����� ������� 

�������� ��		�
e��
�: ��	�, 
�������, ,0
��

�a  �� ����� .0 ba
��

�  

@ �	�$�� �������� �� �������
���� �n ������
��� ��		�
���-


���� ������ ������: ������
��� a1, ..., an ������� a�  ��	�
� ���� 
��������������� ������
���� b1, ..., bn ������� .b

�
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9����� ��		�
���
�
 �������� ���� 	���� ������� �������� 
%��
�� ��	��. /�������, 
� ����� FOREX (�	�����

�� ����� � A
-
���
�� 
 http://www.forexpros.ru/quotes/) ������� ���	�"� �����-������ 
��	��, ��	��
�� !�����
� ������� ���������� 
��� (���	. 1.8). 

 #��	�"�  1 .8  

7����-���� USD EUR GBP CHF 

USD 1 0.8121 0.6793 1.1515 

EUR 1.2307 1 0.8363 1.4171 

GBP 1.4716 1.1956 1 1.6947 

CHF 0.8685 0.7055 0.5901 1 

7����� ������ ���	. 1.8 �������� �������� ��������� ���
�-
"� ���������������� ���� ��	���. #��, ������ ������ ����������, 
$�� �� ���
 ���� ���
� ��	�$��� 1 ��		�� 23 "�
��, 84 ��
�� �	� 1 
!��
� 42 ��
����. H���� ��� ���	�"� � 	���� ��� ������ ���� 
���	�"� ������"��
�	�
�, �.�. 	���� �������-���	�"� � 	���� 
�������-������ ��		�
���
�, ���$�� � ���� �� ���	�"� 	���� 
��-
�� ���!!�"��
� ������"��
�	�
����. 

@ ����� �	�$�� ������ � 	�
��
�� ����������� ������� ���-
����� 1a� , 2a� , ..., ma�  �� �������
���� �n ���
� ��������� � ����-

��� ������ B�����. ��

�� ������� ����� 	�
��
� ���������, ��-
	� ����
�
�� 

 0...2211 ���� mmaxaxax ���  (1.11) 

����� 
�
�	���� ����
��. %������ ������
��� �������� 1a� , 2a� , 

..., ma�  �� ���	�"��: 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nm

m

m

m

nn a

a
a

a

a

a
a

a

a

a
a

a
�

��
�

�
�

� 2

1

2

22

12

2

1

21

11

1 ,,, . 

#���� ����
�
�� (1.11) � ������
��
�� ������ ���
���	�
� �����-
�� n 	�
��
�
 ����
�
�� � m 
�������
��� 
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�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

.0
.........
,0
,0

2211

2222121

1212111

mnmnn

mm

mm

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

�

�
�

 (1.12) 

>�	� ��������, $�� ����
�� ������� ���
����

�� (�.�. 
�	����), 
�� ������� 1a� , 2a� ,..., ma�  	�
��
� 
���������; � ������
�� �	�$�� 
��� ������� 	�
��
� ��������. '��������� ������ 
� ���	�����-

�� 	�
��
�� ����������� ��������. 

������ 1.5. ��
� ������� �� $�����
 �������� � �5: 

 

).1;4;1;7;5(
),7;0;5;1;3(
),4;3;2;5;3(
),5;2;3;3;1(

4

3

2

1


�



�


�

�

a
a
a
a

�
�
�
�

 (1.13) 

@���
���, ��	����� 	� ��� ������� 	�
��
� ���������.  

' � � � 
 � � . %������ ����
�
�� 

.044332211

�����
���� axaxaxax  

9�����
���� ������
��� �������� �	��� � ������, ��	�$�� �	�-
������ ��
����
�� ������� ���� ����
�
�� � $������� 
���-
����
��� 

 

�
�
�

�

��
�

�

�

��
�
���
��
�
����
�





.0745
,0432
,0523
,0753
,0533

4321

421

4321

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx
xxxx
xxxx

 (1.14) 
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>�	� ��� ������� ����� ��	��� 
�	���� ����
��, �� ������� 
�������� (1.13) 	�
��
� 
���������. >�	� �� ������� � 
�
�	���� 
����
��, �� ������� (1.13) 	�
��
� ��������. 

9����
�� � ������� ����
�
�� (1.14) ����� B����� (���	�"� 
B����� � ���	. 1.9, ��������������� ������� ���� ���	�$�
�� 

�������
�
, ����	�
� ���� �� ����� $�����, ����������� �	�-
��
�� ������
� � �����). 
 #��	�"�  1 .9  

x1 x2 x3 x4  

–1 –3 –3 –5 0 

3 5 1 7 0 
3 2 –5 1 0 
2 3 0 4 0 
5 4 –7 1 0 

1 3 3 5 0 
0 –4 –8 –8 0 

0 –7 –14 –14 0 
0 –3 –6 –6 0 
0 –11 –22 –24 0 

1 3 3 5 0 
0 1 2 2 0 

0 1 2 2 0 
0 1 2 2 0 
0 –11 –22 –24 0 

1 0 –3 –1 0 
0 1 2 2 0 
0 0 0 –2 0 

1 0 –3 –1 0 
0 1 2 2 0 
0 0 0 1 0 

1 0 –3 0 0 
0 1 2 0 0 
0 0 0 1 0 
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9��"��� �����������
�� ����
$�
. ������� ����
�
��, ����-
$����� ���	��
��� !�����
�� ���	�"�, ����� �����
�� 
�������-

�� x1, x2, x4 � ������
�� 
�������
�� x3. /�	�$�� ������
�� 
�-
������
�� ��
�$���, $�� ����
�� ���$��	�

�� �
�������. �	���-
����	�
�, ������� �������� (1.13) 	�
��
� ��������. 

4. ������# /�!������ � ������# ��/�!������  
������� ! %�#�������!� �3 

D���� 	�$�� “���$����������” ����	 ��
���� 	�
��
�� ����-
�������, ��������� � �������� �� �������
���� �3. 

1. 9���� ��
� ������� �� ���
 �������� a�  � .b
�

 >�	� ������� 
	�
��
� ��������, �� ���
 �� ��������, �������� ,a�  	�
��
� ��-
�������� $���� ������: 

.bka
��

�  

��� �������, �����

�� ����� ������������, ��� ��� ������-
	���, 
��������� %������������. A���, 
�
���� �� ���� ��%����� 
������� ����
��� ����� � ����%� �����, %���� ��� ��%���� %��-
��������. %������, $�� ����� ���	�$�
�� ��
������ 
� ��	��� � 
�3, 
� � � 	����� 	�
��
��� �������
����. 

2. 9���� ������� � �3 ������� �� ���
 �������� .,, cba ���  H�
��-


�� ����������� ��
�$���, $�� ���
 �� ��������, ������ ,a�  	�
��-

� ���������� $���� ����	�
��: 

 .clbka ���
��  (1.15) 

>�	� �$�����, $�� ��� ������� cba ��� ,,  ����� ����� 
�$�	�, �� 
�� (1.15) �	�����, $�� ��� ��� ������� 	���� � ��
�� �	�������. 

 

O 

a� b
�

c�

O1 
O2 

O3 

a�
b
�

 

c�  
 

���. 1.1 
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%��$������ .  3�� ��%���� cba ��� ,,  � �3, ������� � ����� 
���
%�
�� ��� ������������ ����� ���
%�
��, ������!�
� ���-
���������
 (
� ���. 1.1 �	��� �����
� ������� cba ��� ,,  �� ��
�� 
�	�������, � ������ �� �� ������� ��	���
� �� ���
�
 
�$�	 1,O  

2 ,O  3O  � 	��� ����		�	�
� ��
�� �	�������). 
A���, ��	� ��� ������� � 3�  	�
��
� ��������, �� �
� ����	�-


��
�. �������	��� � �����
��: ��	� ������� cba ��� ,,  �� 3�  ���-
�	�
��
�, �� �
� 	�
��
� ��������. ��������	����� ����������� 
$�����	� �������� ����������	�
�. 

§ 1.4. <�/�� � ��/����#��;  
������#,# %�#�������!� 

1. <�/�� ������#,# %�#�������!� 


%��$������ .  #�
���� ��%����� saaa ��� ...,,, 21  ��������
� 
���
��� ��������� ���
����
��� V, �
�� ��������� 
����!��� 
�
�����: 

1) ��� ��%���� ������� ������
���; 
2) �!��� ��%��� a�  �� ���
�����
��� V ������
� �������� 

%���������� ��%����� ������ 
�
����, �.�. 

 ....2211 ssakakaka ����
����  (1.16) 

)�� ���� �����
��� (1.16) ��������
� ��������
�� ���
��� a�  
�� ������� ����
�, � %��((������� skkk ...,,, 21  – �����
��
��
 
���
��� a�  � ������ ����
�.  

������� �	�����, 	�
��
� 
���������� ������� saaa ��� ...,,, 21  
�������� ����� �������
���� V, ��	� 	�
��
�� ���	�$�� 
� �saaaL ��� ...,,, 21  ��������� � V. 

�������.  1. @ �������
���� �n � ��$����� ������ ����� ���� 

�����
� ������� �� n ��������� ��%����� 
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� �
� �

� �.1,,0,0
......
,0,,1,0
,0,,0,1

2

1

��

��
��

�

�
�

ne

e
e

 

���������	�
�, ������� neee ���� ,,, 21  �������� 	���
�$
�� �����-

�� � ������ 	�
��
� 
���������; ��	��, ��	� � �naaaa ...,,, 21�
�  – 

�������	�
�� ������ �� �n, �� �$����
�� ����
���� 

nneaeaeaa ����
���� ...2211  

����������, $�� ������ a�   ����  	�
��
�� �����
�"�� .,,, 21 neee ����  

2. @ �������
���� �
���$	�
�� �����
�, 
� ����������� n, 
� ��$����� ������ ���
� ������� �����
� ������

�� x: 1, x,  
x2, …, xn. +�� ������� 	�
��
� 
���������, ��� ��� � ������
�� 
�	�$�� ����������	 �� �
���$	�
 � 
�
�	����� ���!!�"��
����, 
���������

� ���
�� 
�	�. � ������ �����
�, �$����
�, $�� 	�-
��� �
���$	�
 �����
� n ���	������� �� �����
�� x. 

���$�#-����. 4��������� ��%���� � ������ ����
� ����-
������ ����������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . ���������	�
�, ��	� �� ����������	� 
��� ���	���
�� ������� a�  �� ������ :...,,, 21 saaa ���  

,...2211 ssakakaka ����
����  

,...2211 ssalalala ����
����  

��, ��$���� �� ������� ����
���� ������, ��	�$�	� �� 

.0)(...)()( 222111

����
�
��
�
 sss alkalkalk  

9����	��� ������� ������ saaa ��� ...,,, 21  	�
��
� 
���������, �� 

1 1 2 20;   0;   ...,   0.s sk l k l k l
 � 
 � 
 �  
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:���(����. 9���� ������� a�  � b
�

 ����� � ������ 
saaa ��� ...,,, 21  �	������� ���	���
��: 

,...2211 ssakakaka ����
����  

.2211 ssalalalb �����
����  

#����  

.)()()( 222111 sss alkalkalkba ������
��������  

#���� �������, ��� �	���
�� ���
 �������� � ��

�� ������ ����-
����������� ������
��� ��	���������. E
�	���$
� ��� ��
���-

�� ������� 
� $��	�  ��� ��� ������
��� ��
������� 
� ��� $��	�. 

&� �����, $�� ����
�� ������, ���������� �� s ��������, � 	�-

��
�� �������
���� V �����	��� ����	������� ��� �������
���� 
��� ������ �������
���� �s. ���������	�
�, ���������� �����
�-

��
��
�$
�� ������������ ����� ��������� � 
������� �
 ����-
��
�� � ������ (�	���
���� �������
���� �s). 9�� ���� �����"��� 


�� ���������, ������	�

��� � V, ������������� �
�	���$
�� 
�����"�� 
�� �
 ������
����� � �������
���� �s. 

7 ��

��� ����
�� 
�� 
�������
�, ������
� 	� ����� �����-
"��, ����� ���	�$
�� ������ � 	�
��
�� �������
���� V ������� �� 
���
��� $��	� ��������. D���� ���������, $�� ����� �����"�� 
�-
������
�, ������� 	����. 

�����. )�
�� saaa ��� ...,,, 21  – ����
 � �������� ���
����
��� V 

� tbbb
�

�
��

,,, 21  –  ������� ������
���� 
�
���� ��%�����.  3���� t � s. 
� � � � � � � � 	 � � � � � . 9�����	���� ���������	��
��: t > s � 

�������, $�� ����� ������� �������� tbbb
�

�
��

,,, 21  ����� 	�
��
� 
��������, �.�. ������� 
�������	�
�� 	�
��
�� �����
�"�� ���
 
��������, ���
�� 
�	�: 

 02211

��
�

��
���� ttbxbxbx . (1.17) 

%������ ���	���
�� �������� tbbb
�

�
��

,,, 21  � ������ 
:...,,, 21 saaa ���  
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1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,
. . . . . . . . . . .

.

s s

s s

t t t st s

b c a c a c a

b c a c a c a

b c a c a c a

� � � � �
�

� � � ��
�
�
� � � � ��

� � � ��
� � � ��

� � � ��

 (1.18) 

7�����
����� ������� ttbxbxbx
�

�
��

��� 2211  ��	����� $��	� 
.,,, 221122221211212111 tstsstttt xcxcxcxcxcxcxcxcxc ��������� ����

9����	��� ������� ������ 	�
��
� 
���������, �� (1.17) ��	�$�� 
������� ��
����
�
 ����
�
�� 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

.0
...........

,0
,0

2211

2222121

1212111

tstss

tt

tt

xcxcxc

xcxcxc
xcxcxc

�

�
�

 

@ ���� ������� $��	� 
�������
�
 t ��	��� $��	� ����
�
�� s, 
��� $�� ���	��
� ������� 1.1 �
� ����� 
�
�	���� ����
��, $�� 
���������� 	����. 

&� �����, $�� $��	� �������� 	���� 	�
��
� 
���������� 
������� ��������� ��������� � �	�$�� ������.  

��#���� 1.2. 5�
�� ��%����� ����
� ��������� ���
����
��� 
V ���������� ����������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� saaa ��� ...,,, 21  � tbbb
�

�
��

,,, 21  – ��� 

������ �������
���� V. 9����	��� tbbb
�

�
��

,,, 21  – 	�
��
� 
�����-
����� ������� ��������, �� 	���� t � s. E
�	���$
�, �����	��� 

tbbb
�

�
��

,,, 21  – �����, � ������� saaa ��� ...,,, 21  	�
��
� 
���������,  

s � t. 9������ s = t, $�� � �������	��� ��������. 

%��$������ .  ���������
�� ��������� ���
����
��� V 

��������
� ��
�� s ��%����� ��� ����
�. 
H�
��
�� �������
����, ������� ������
���� n, 
�������  

n-������. '�����
���� 	�
��
��� �������
���� V ����
�$��� dim V 
(�� �
�	������� �	��� dimension). @ $���
����, ������
���� ���!-
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����$������ 	�
��
��� �������
���� �n ���
� n (dim �n = n), $�� 

����������� ����	������� ����
�$�
��. /�����������

�� �	��-
������ ��

�
 ������	�
�� �	���� �������. 

��#���� 1.3. 2 n-������ ���
����
��� V �!��� 
�
���� �� s 
��%�����, ��� s > n, ������� ����
���. 

@�� 	�
��
�� �������
����, ������� �� �	� �
�� ������-

����, 
������� %�������������. 

������� � ���	�$�
�� ����� �������. 

��#���� 1.4. "������ ������
���� 
�
���� ��%����� �  
n-������ �������� ���
����
��� V ������
� ����
�� ����� � 
����%� �����, %���� ��
�� ���� ��%����� ����� n. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� dim V = n � naaa ��� ...,,, 21  – 	�
��
� 

���������� ������� �������� � �������
���� V. �������, $�� 	�-
��� ������ b

�
 �� V ���	������� �� ��

�� �������. �	� ����� ������-

��
�� ������ b
�

 � ������� ,...,,, 21 naaa ���  ��	�$�� ������� �� n + 1 
�������, ������� ����� 	�
��
� ��������� �� ������� 1.3. #����� 

��� ��������
�� �	����� �� �������� 4 	�
��
�� ����������� 
�������� (��. § 1.3), ��������	����� �������� ���	��
� ����
����-
�� 
� �	�$�� 	����� 	�
��
��� �������
����. 

������ 1.6. ������� �������� 

1

2

3

(7, 3, 2),
(0, 2, 1),
(0, 0, 4)

p
p
p

� 

�
�

�
�
�

 

��	����� ������� � �3. ���������	�
�, ������� 1p� , 2p� , 3p�  ����-

���� 	���
�$
�� ������� � ������ 	�
��
� 
���������; �����	�-
�� �
 $��	� ���
� 3, ��� ������� �������� �����.  

������ 1.7. @������ 

1

2

3

4

(0, 0, 0, 1),
(7, 1, 3, 2),
(0, 0, 2, 6),
(0, 1, 2, 0)

p
p
p
p

�
�
� 

� 


�
�
�
�
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�������� ����� � �4. ���������	�
�, �����	���� ��� ������� � 

������ ���	�������	�
����, � ���

�: 

,,,, 1342 pppp ����  

��	�$�� 	���
�$
�� ������� �������� � �4, �	�������	�
�, ��� 

������� – �����. 
A� 	���� �	�����, $�� �!��� ������
����
��� S %���������-

���� ��������� ���
����
��� V %�����������. '�����
���� ���-
�������
���� S ��
��� ������
���� V, ��	� S ��	�$
� �� V. 

���������	�
�, ��	� �� �
 ������
���� �������	�, �� ����� 
����������
���� S ��	�	�� �� ������� �������
���� V. E, �	�����-
��	�
�, �������	� �� �������
���� S � V.  

2. ���, � *�/�� ������� !�)�#�#! 

'�
�� (�. 24) ��� ����$�	���, $�� 	�
��
�� ���	�$�� 
L( saaa ��� ...,,, 21 ) �������� saaa ��� ...,,, 21  �������
���� V ��	����� ���-
�������
�����. '�����
���� ����� ����������
���� 
��������� 
������ 
�
���� ��%����� saaa ��� ...,,, 21  � ����
�$����� 

� �saaa ��� ...,,,rk 21 . #���� �������, ��
� ������� ����
 r, ��	� ����� 
�������� ������� ���������� r 	�
��
� 
���������
, � 	����  
q > r �������� ��

�� ������� 	�
��
� ��������. '�
� �� 	�
��
� 

���������� ������� ����
 $��	� �� $	�
��. 

9��������� raaa ��� ...,,, 21  ������� �������� saaa ��� ...,,, 21  
���-
������ ����
�� ���� 
�
����, ��	� �
� ��	����� ������� 	�
��-

�� ���	�$�� )...,,,( 21 saaaL ��� . 

������ 1.8. ��
� ������� �� $�����
 �������� � �������
��-
�� �5: 

� �,5;2;3;3;11 
�a�  � �,4;3;2;5;32 
�a�   

 � �,7;0;5;1;33 


�a�  � �.1;4;1;7;54 
�a�   (1.19) 

/���� ��
� � ����� ���� �������.  
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' � � � 
 � � . ��

�� ������� �������� �����������	��� � ������� 
1.5, ��� ����
�	�� ������ � �� 	�
��
�� �����������. � ���� "�-
	�� �� ���	�����	� ������� ����
�
��  

 

�
�
�

�

��
�

�

�

��
�
���
��
�
����
�





,0745
,0432
,0523
,0753
,0533

4321

421

4321

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx
xxxx
xxxx

 (1.20) 

��������	����� ����� ������
��
�� !���� ������ ����
�
�� 

 .044332211

�����
���� axaxaxax  (1.21) 

@ ����	����� ����
�� ������� (1.20) ������� B����� ��	�$�
� 
�	������� �������� ���	�"� (���	. 1.10). 
 #��	�"�  1 .10  

1 0 –3 0 0 

0 1 2 0 0 

0 0 0 1 0 

9������ ����� ����
�� ���� ������� ����� 

 
�
�

�
�

�

�

�

�

.0
,2
,3

4

32

31

x
xx
xx

 (1.22) 

/�	�$�� ������
�� 
�������
�� x3 � ����� ����
�� ��������� 
� 
��, $�� ��

�� ������� 	�
��
� ��������.  

A��	����� ������ 
� 	�
��
�� ����������� ������� 421 ,, aaa ��� , 
��������������� �����
�� ������

�� x1, x2, x4. �	� ����� ���-
������� ����
�
�� 

 .0442211

����
��� axaxax  (1.23) 
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 #�� ��� ����
�
�� (1.23) ��	�$����� �� ����
�
�� (1.21) � ������-
	���
�� x3 = 0, �� � ����� ����
�� ����
�
�� (1.23) ����� ���� 
��	�$�
� �� ������ ����
�� ����
�
�� (1.21), ����������� ����-

���
���� (1.22), ��	� ��	����� � 
�� x3 = 0. A���� 

.0,0,0 421 ��� xxx  

�	�������	�
�, ������� 421 ,, aaa ���  	�
��
� 
���������. %
�$��, 
��
� ���� ������� ����
 ����, ��� ��� � ���� ������� ���������� 
��� 	�
��
� 
���������
 �������, � ���� ������� (��������� �� 
$�����
 ��������) 	�
��
� ��������. 7���� ����, �� (1.21) � (1.22) 
�	�����, $�� ������ 3a�  ��������	��� ����� �	������� 	�
��
�� 
�����
�"�� �������� 421 ,, aaa ��� : 

.023 4213 aaaa ����

�
�

�  

#���� �������, ������� 421 ,, aaa ���  �������� ����� ��

�� ���-
����. 9��$��, ��� 
�����
� ������, ���!!�"��
�� ���	���
�� �� 
������ �������� ������� 
�
������ � ��������������
 �� ���	�-
"�
 ���	. 1.10. 

:���(����. A� ���������

��� ������� �������� �	������� 
�����	�, �������	���� � � ����� �	�$��: �	� ���� $���� 
���� 
��
� � ����� ������� �������� maaa ���� ,,, 21  � �n, 
���
����� ��� 

������ ������ B����� ������ ��
����
�� ������� 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

,0
.........
,0
,0

2211

2222121

1212111

mnmnn
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mm
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xaxaxa
xaxaxa

�

�
�

 

��������	����� ����� ������
��
�� !���� ����
�
�� 

.0...2211 ���� mmaxaxax ���  

���� 
�
���� ��%����� ����� ��
�� ����
��� ����������, � ����
 

�
���� �� ��%�����, 
������
���!��� ����
��� ����������. 
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§ 1.5. �!)��$#!� %�#�������!� 

1. 
��#!��� %#�&��& � %������ 

/�$
�� � ��������. 

������ 1.9. B����� �����
��� �������	� �������$����� ��-
����� �� ���� ����������
 ���	�". 7 ��
"� ����������� �
� ��
�-
����	�, $�� � �
 ����	���
 
�����	��� ������� ��	���: 15 ����, 
10 !�
��� ����	�
���, 20 ����"�����
 !��
��� � 25 ��		���� 
�\E. *������ �������	� “��	��
��” ������ 

).25,20,10,15(�a�  

9��������������, �����
�� ����	� �������� ��	��� � ���	� � ��-
��
������� ��
���. @ ��
�� �
� ��
�	� ����� ��	��: 

1 ���� – 38,0 ���., 
1 �����
���� !�
� ����	�
��� – 45,5 ���., 
1 ����"������ !��
� – 26,8 ���., 
1 ��		�� �\E – 30,9 ���. 
#���� �������, �����	�� ��� ���
 $�����
���
�� ������ – 

������ ����

�
 ������ ��	��: 

(38,0; 45,5; 26,8; 30,9).b �
�

 

D���� ������	���, ���	��� ���	�� ������� 
� ��
���, 
��
� 
����	
��� �	������� ���$��: 

15 
 38,0 + 10 
 45,5 + 20 
 26,8 + 25 
 30,9 = 2333,5 ���. 

������ 1.10. 7�����$����� ��
�, �$��������� � �����-
��	����� �
�������
�
 ��������	�
�
 ����
�� � "�
��� &�����, 
�������
�	 ���	�� �� ��	�$�
�� �������� � ���
 ������$����
 
��
��
. 7����� �� 
�
 ����������	 ������� � �������
 ���������-
��

� 20, 40 � 40 �	�� ���. ��� ������� ���"�
�
�� ������ ����-
�������

� – 20, 25 � 30 %. 

@ ��

�� ������� ��$� ���� � ���
 �������
: ���
���
�� ������� 
�������� c�  = (20; 40; 40) � ������� ���"�
�
�
 ������ p�  = (20; 25; 30). 



 42

A���	���� ������� ���$��, �����	����� ������$����� ��
-
��� ����� ������	���, ���	��� �������� �	����� �� ����$�
�� ��-
�� �� �������, ������ � ���
 ��
���: 

20 
 1,2 + 40 
 1,25 + 40 
 1,3 = 126 �	�� ���. 

/� ���
 �������
 �� ����� ������ ���
��
���
�� ���������-

�� �����"�� 
�� ��������� �� �������
���� �n, 
��������� 
%�-
������ ������������� ��������. ����� �
�$�	� ��������
�� ����-
��	�
�� ���	��
��� ���������
��. 


%��$������ . 	������, ��� �� �������� ���
����
��� V 
������ 
�������� ���
������
�, �
�� �����
� �������, �� %���-
���� �!��� ���� ��%����� a�  � b

�
 
���
�������
� ��
�� � �ba

��, , 
�����������!��� 
����!��� ������� �%
�����: 

1) � � � �abba ���� ,, � ; 

2) � � � �bakbak
���� ,, � ; 

3) � � � � � �cbcacba ������� ,,, ��� ; 

4) � � ,0, �aa ��  ��	� ,0
��

�a  � ��	� � � ,0, �aa ��  �� .0
��

�a  
:���(���� 1. A� ��

�
 ������ �������� �	������� ����-

���� ���	��
��� ���������
��: 
2�) � � � �bakbka

����
,, � ; 

3�) � � � � � �cabacba ������� ,,, ��� . 
'�����
���� $�����	� ��������� � �
 �������	������ ����-

������	�
�. 

%��$������ . "������� ���
����
���, �� %������ ������ 


%������� ������������, ��������
� ����
����� ����
����
���.  
9������� ���	����� �������
���� �	���� �������
���� �n, � 

������� ���	��
�� ���������
�� �������� � �naaaa ,,, 21 ��
�  �  

� �nbbbb ,,, 21 �
�
�  �������� ����
���
��� 

 � � ., 2211 nnbabababa ���� �
��  (1.24) 

@���	
�
�� ���
 ������ ���	��
��� ���������
�� �$����
�. 
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:���(���� 2. 7�� ��	� ������
� ����, ����
�� ������ ��-
���	��� ����	������� 	���� ��
�$
����
�� 	�
��
�� �������
��-
�� ��� ������ �������
���� �n. 9������ ���������

�� ���� 

������ �������
���� �n ��������� ������ ��������
�� 	����� 

��
�$
����
��� 	�
��
��� �������
���� � ���	����� �������
��-
��. ���������	�
�, ����� � �naaa ,,, 21 �  � � �nbbb ,,, 21 �  – ������-


��� �������� a�  � b
�

 � 
�������� ������ 1e� , 2e� , ..., ne�  n-���
��� 
	�
��
��� �������
���� V, ����� !����	� (1.24) ������	��� 
� 
�������
���� V ���	��
�� ���������
��. 

:���(���� 3. >�	� � ���	������ �������
���� V ����	
����� 
��	���� 

 � � � �acab ����
,, �  (1.25) 

�	� 	����� ������� a�  �� V, �� .cb ��
�  

@ ����� ��	�, ��	���� (1.25) ���
���	�
� ����, $�� 
� � .0, �
 acb ���

 9�	���� � ���	��
�� ����
���
�� ,cba ���

�  ����� 

� � .0, �

 cbcb
����

 

*����� � ��	� ������� 4) ���	��
��� ���������
�� (��. �. 42) ��-
	�$��� ,0

���
�
 cb  �.�. .cb ��

�  

2. ����!����!# =#"� – <��&)#!�)#,# 
7�� ������
� �� ���	�
��� ����� �	�����, �	� �������� �� ���-

����
���� 3�  �������	��� ����
����  

� � �cos, baba
����

�  

�, ��� �	�������, 
 � �,, aaa ���

�  (1.26) 

 
ba
ba
��

��



�

),(cos�  (1.27) 

(����
���� (1.27) �������	��� ��� ,0
��

�a  ).0
��

�b  
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'���
���� (1.26) � (1.27) ������������ 
��, ��� �����
�� ���-
����� ������	��� �	� �������� � n-���
�� ���	������ �������
-
���� (n > 3) ��
���� ����	� ������� � ��	� ����� ���������. 


%��$������ . &�� ��%����� � n-������ ��%������� ���
����-

��� ������ a�  ���
��� a�  � ���
��� �!�� �  ����� ����� ������-

���� ��%������ a�  � b
�

 ��������!�
� 
 ������! (����� (1.26) � 
(1.27). 

@���$��, !����	� (1.27) 
�������� � 
�������� �����
�����. 
��	� � ���, $�� ����
�
�� cos� = c (��� � – 
�������
�� $��	�) 
����� ����
�� ��	��� ��� –1 _ c _ 1. 9������, $���� ��

�� 
��� 
������	�
�� ��	� ����� ��������� ��	� �������
��, 
���
����� 

�
�$�	� ���������, $�� $��	� 
ba
ba
��

��




),(  ���	�$�
� ����� –1 � 1. +�� 

�������� �� �	�������� ���
��� 
�����
����. 

"�������
�� #�$
 – %���������!�. &�� �!��� ���� ��%����� 
a�  � b

�
 � ��%������� ���
����
��� 
���������� �������
��� 

 � � � � � �bbaaba
������

,,,
2


� . (1.28) 

� � � � � � � � 	 � � � � � . @������ �����-	��� $��	� t � �������� 
������ batc

���
�� . A����  

� � � � � � � � � �,,,2,,, 2 bbbataatbatbatcc
������������

������  

�	�, ����
�$�� � � ,, 	�aa ��  � � ,, ��ba
��  � � ,, ��bb

��
 

� � .2, 2 ��	 ��� ttcc ��  

7������
�� ���
$	�
 ,22 ��	 �� tt  ��	�$������� ������, ��� 
	���� �
�$�
�� t 
�����"���	�
 (��� � � ),0,  cc ��  �	�������	�
�, 
��� ��������
�
� 
���	�����	�
. #���� �������, � 2 
 	
� � 0, �	� 

� � � �� � ,0,,,
2

�
 bbaaba
������  

$�� ���
���	�
� 
�����
���� (1.28). 



 45

:���(���� 4. A� 
�����
���� 7��� – J�
��������� ��������, 
$�� �	� 	���
 �������� a�  � b

�
 �������	��� ����
���
�� 

 � � .||||, baba
����


�  (1.29) 

���������	�
�, 
�����
���� 7��� – J�
��������� ���
���	�
� 

�����
���� 

 � � ,||||, baba
����


�  (1.30) 

�� �������� �������� (1.29). 

���$��!��. &�� �!��� ���� ��%����� a�  � b
�

 � ��%������� 
���
����
���  
���������� 
�����
����, ���������� ��������
-
��� 
���!����
��: 

 .baba
����

���  (1.31) 

� � � � � � � � 	 � � � � � . A����  

� � � � � � � �bbbaaabababa
������������

,,2,,
2

������� . 

*����� � ��	� 
�����
���� (1.29) 

� � .2
2222

babbaaba
��������

���
���  

A��	���� �������
�� ����
� �� ����
 $����� ����� 
�����
����, 
��	�$��� (1.31). 

3. 
��#,#���;��� ������� !�)�#�#! 


%��$������ . 2�%���� a�  � b
�

 � ��%������� ���
����
��� 
������!�
� ��
�!��������
 (���� �����), �
�� �� 
%������� ���-
��������� ����� ���!:  

� � .0, �ba
��  
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�	� ������
�	�
�
 �������� ����	������� ����
�$�
�� .ba
��

!  
@ �������
���� �3 ������
�	�
���� �������� a�  � b

�
 ��
�$��� ���-

��
����	��
���� ������� a�  ������� .b
�

 
*������ 
�������� �$����
�� 
���
��� ������������� ��%��-

���: 

1) a�
�
!0  �	� 	����� a� ; 

2) ��	� aa ��
! , �� 0

��
�a ; 

3) ��	� ba
��

! , �� ab ��
! ; 

4) ��	� ba
��

! , �� ba
��

�� !  �	� 	���
 $���	 �  � � ; 

5) ��	� ba
��

! , �� .
222

baba
����

���  

9��	��
�� �������� 
���� 
����
�� ������� )�(�����.  

B������, $�� ������ b
�

 ����������� 
�
���� ��%����� 
,...,,, 21 saaa ���  ��	�  �
  ������
�	�
 ������� ������� ���� �������. 

:���(���� 5. >�	� 
�
�	���� ������ b
�

 ������
�	�
 	�
��
� 

���������� ������� �������� ,...,,, 21 saaa ���  �� ������� 

baaa s

����
,...,,, 21  ����� ����� 	�
��
� 
����������.  

���������	�
�, ������	���� ������
��, $�� ������� 
baaa s

����
,...,,, 21  	�
��
� ��������. #���� ���������� ����� $��	� 

,..., , , 10 sccc  
� ��� ���
�� 
�	�, $�� ����	
����� ����
���
�� 

 ,0...22110

�����
����� ssacacacbc  (1.32) 

���$�� 00 �c  � ��	� 	�
��
�� 
������������ ������� 
....,,, 21 saaa ���  

K�
���� ��� ����
�
�� ���	��
� 
� ,b
�

 
�
����  

.0),(0 �bbc
��
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#�� ��� ,0�b
�

 �� � .0),( �bb
��

 �	�������	�
�, .00 �c  9�	�$�

�� 

���������$�� ����������, $�� ������� baaa s

����
,...,,, 21  	�
��
� 
�-

��������.  
'��������� �%�������
%�� ������ 
� ������
�	�
���� ��������. 

 #��	�"�  1 .11  

  #������ ������ 9��������� ������ 

@�� 
������ 

7�	�-
$����� 

`�
�  
���
�"� 
������  

'��
���  `�
� ���
�"� 
������  

'��
���  

<�"� 
a	�� 
7������ 

3 
10 
2 

2 
6 

20 

6 
60 
40 

1,8 
5,8 
19 

5,4 
58 
38 

*����  
���
��� 

– – 106 – 101,4 

*�
�� �� �������� 
�
����
�� �
����� "�
 � ����
� �
!	�-
"�� ��	����� ������	�
�� ��������� “���������	����� �����
�”, 
��������� �� 300 ����� ������� � ��	��, ��	�$����
 ���������� 
(�	� ��	������) ���������	���. @ ���	. 1.11 �������
� ��	��
�� 
��

��, 
� ��
��� ������
 ���
� ����$����� �
���� "�
 �	� ����-
��	�

��� ����"� �� ��
���
�� � �����������. 

'��$�� �
����� "�
: 106/101,4
100 = 104,5 %. #���� �������, 
�
���� �
!	�"�� �������	 4,5 %. 

*���
�$�� $���� � �2;10;3�q�  ������ ��	�$����� ������	����
 
�������, � �20;6;2�c�  – ������ "�
 � ������� �������, 

� �19;8,5;8,1�� �c�  – ������ "�
 � ���������� �������. #���� �
���� 
"�
 ��$��	����� �� !����	� 

� �
� �qc

qcp
��
��
��

,
,

� 
100 %, 

������ � � � �qcpqc ���� ,,100 ��� , �	� � � .0,100 �� �
 qcpc ���  
#���� �������, �
���� "�
 ���
� ������	��� ��� $��	�

�� 

���!!�"��
� p, ������� ��	��� ������ q�  ������
�	�
�� ������� 
.100 ��cpc ��
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A
���� �
!	�"�� ����$��������� �� !����	�  

� �
� �

� �
� � .100

,
,

100100
,

,100 




�
�
�
qc

qcc
qc

qcpi
��

��

��
��
���

��
��

 


%��$������. #�
���� ��%����� � ��%������� ���
����
�-
�� ��������
� ��
�!��������, �
�� �
� ��%���� � ��� ������� 
������������. 

>�	� ������
�	�
�� ������� �������� saaa ��� ...,,, 21  
� �������� 

�	����� �������, �� �
� 	�
��
� 
���������. ���������	�
�, ���-
�������, ��������� �� ������� ,1a�  	�
��
� 
���������. >�	� ���-
������� taaa ��� ...,,, 21  	�
��
� 
���������, ��, ��������
�� � 
�� 

������ ,1�ta�  ��	�$�� 	�
��
� 
���������� ������� ���	��
� ��-
��$�
�� 5. <�
�, $�� ����� ������� �� ��	�$�� 	�
��
�� 
���-
��������� ���� �������. 

4. 
��#�#����#!����� ������� !�)�#�#! 


%��$������. $������������ 
�
���� ��%����� � ��%����-
��� ���
����
��� ��������
� ��
�����
��������, �
�� ������ 
�!���� ��%���� 
�
���� ����� �������. 

>�	� ������
�	�
�� ������� �������� saaa ��� ...,,, 21 
� �������� 


�	����� �������, �� ������� �������� sbbb
���

...,,, 21 , ��� 

 ,...,,,
2

2
2

1

1
1

s

s
s a

a
b

a
a

b
a

a
b �

��
�
��

�

��
���  (1.33) 

����� ����
��������

��. 

@ �������
���� �3 �	� 	���
 �������� 

21, pp ��  ���������� 
�
�	���� ������ ,q�  ��-

����
�	�
�� ��� ,1p�  ��� � 2p�  (���. 1.2). 
+��� �$����
�� !��� ����� ���� ������
 
� ����  �	�������  ������ ���
�� �������. 

 

1p�  

2p�  

q�  

���. 1.2 
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��#���� 1.5. )�
�� � n-������ ��%�������  ���
����
��� V ����� 
����� �� s ��%����� ,,,1 spp ���  ,������ s < n. 3���� 
���
����� ������-

��� ��%��� ,x�  ������������� %������ �� ��%����� ip�  (i = 1, ..., s). 

� � � � � � � � 	 � � � � � . @������ � �������
���� V 
�������� ��-
��� ....,,, 21 naaa ���  9���� ������� ������ x�  ����� � ���� ������ �	�-
������ ���	���
��: 

....
1

2211 "
�

�����
n

i
iinn axaxaxaxx �����  

@�$��	�� ���	��
�� ���������
�� ������� x�  � ������� ������� 
������� .1p�  A���� 

,),(),(),(
1

1
1

1
1

1 i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii bxpaxpaxpx """

���

���
������  

��� ).,( 1pab ii
��

�  #���� �������, ��	���� ������
�	�
���� ������� 
x�  ������� 1p�  ����� ��� 

,0...2211 ���� nn xbxbxb  

�.�. ��������	��� ����� 	�
��
�� ��
����
�� ����
�
��. 9������ 
������
�	�
���� ������� x�  ������� �� �������� spp ��� ,,1  ����-
�������� � ���� ������� s ��
����
�
 ����
�
�� � n 
�������
�-
�� ....,,, 21 nxxx  9����	��� s < n, ����� ������� �������	�
� ����� 

�
�	���� ����
��, $�� � �������	��� ��������. 

���$��!�� 1. $������������ ����
 �!���� �������������� 
������
����
��� S n-������� ��%������ ���
����
��� V ����� 
����   ��������  ��  ��������������  ����
�  �
���  ���
����
���. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� raaa ���
...,,, 21  – ������
�	�
�� ��-

��� S (r < n). #�� ��� r < n, �� 
� ��
���
�� ������� 1.5 ��������-
�� 
�
�	���� ������ ,1�ra�  ������
�	�
�� ������� �� �������� 

....,,, 21 raaa ���  ��	�� 
�
���� 
�
�	���� ������ ,2�ra�  ������
�	�-
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�� ������� �� �������� . ,...,,, 121 �rr aaaa ����
 9����	��� ���� ���-

"���, ��	�$�� ������
�	�
�� ����� naaa ��� ...,,, 21  �������
���� V. 
���$��!�� 2. 2� �
�%�� n-������ ��%������� ���
����
��� 

V 
���
����� ������������� ����
. 
� � � � � � � � 	 � � � � � . @������ � �������
���� V 
�
�	���� 

������ .1a�  *�
����
�� ����������
���� � �1aL �  ������	�
�� ����-

��� ����	�������� ��	����� �	������� 1, ������� ������ 1a�  ���
� 

����	
��� �� ������
�	�
��� ������ naaa ��� ...,,, 21  ����� �������
-
���� V. 

���$��!�� 3. 2� �
�%�� n-������ ��%�������  ���
����
��� 
V 
���
����� ����������������� ����
. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9� �	������� 2 � �������
���� V �����-
�� ������
�	�
�� ����� ....,,, 21 naaa ���

 #���� ������� �������� 

,...,,, 21 nbbb
���

 ������	�

�� ����
���
���� (1.33), ������ � ���	�-
����� �������
���� V ����
��������

�� �����.  

5. 
��#,#���;�#� $#%#������ %#$%�#�������!� 


%��$������. 	������, ��� ��%��� b
�

 ��
�!������ ������-
�
����
�� S ��������� ���
����
��� V, �
�� �� ����������� �!-
���� ��%���� �� ���
����
��� S. 

*$����
�, $�� ������ b
�

 ������
�	�
 ����������
���� S ����� 
� ��	��� �����, ����� b

�
������
�	�
 
��������� ������ ����� ���-

�������
����. &
������� ���
 �������� �� �������
���� V, ����-
��
�	�
�
 ����������
���� S, ����� ��	����� ����������
����� 
(���������!). +�� ����������
���� 
��������� ������������� ��-
��������� � ����������
���� S � ����
�$����� S!. 

��#���� 1.6. &�� �!���� �������������� ������
����
��� S 
n-������� ��%������ ���
����
��� V 
���������� �����
��� 

 dim S + dim S! = n. (1.34) 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� dim S = r < n. @������ � ������-
�����
���� S ������
�	�
�� ����� ....,,, 21 raaa ���

 ����	
�� ��� �� 

������
�	�
��� ������  nrr aaaa ����� ,,, ...,, 11 �  	�
��
��� �������
�-



�� V. 9������, $�� ������� nr aa ���
,,1�  �������� ����� ������-


�	�
��� ����	
�
�� S!. +�� ������� 	�
��
� 
��������� ��� 
���������� 	�
��
� 
���������� �������. 9������ �������� ����-
����, $�� 	���� ������ b

�
 �� ����������
���� S! ��	����� 	�
��-


�� �����
�"��� �������� .,,1 nr aa ���
�  '��	���� ������ b

�
 �� ��-

���� :,,,,, 11 nrr aaaa ������ �  

.... 1111 nnrrrr acacacacb ������
������ ��  

K�
���� ��� ����
�
�� ���	��
� 
� ������ ,1a�  ��	�$��  

.0),( 111 �aac ��  

#�� ��� ,01 �a�  �� .0),( 11 �aa ��  E �
�$��, .01 �c  E
�	���$
�, ���$�-

���
� ��
���� ����
�
�� 
� ,...,,2 raa ��
 ��	�$��� .0..., ,02 �� rcc  

#���� �������, 

nnrr acacb ����
��� �� 11 . 

�	�������	�
�, nr aa ��� ,,1�  – ����� ������
�	�
��� ����	
�
�� S!. 
E ��� ��� ������
���� �������
���� ���
� $��	� �������� � ������, 
�� dim S! = n – r. #������ ������
�. 

���$��!��. $������������ ���������� % ������
����
��� 
S! 
�������� 
 �����
����
���� S. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9� ������	�
�� ����������
���� (S!)! 
��������	��� ����� �
������� ���
 ��������, ������
�	�
�
 S!, � 
��� ��� 	���� ������ �� S ������
�	�
 S!, �� S 	���� � ������-
����
���� (S!)!.  A���� 

dim (S!)! = n – (n – r) = r = dim S. 

9����	��� S 	���� � ����������
���� (S!)! � ������
���� ���
 
���
 	�
��
�
 �������
��� ���
�, �� (S!)! = S. 

#���� �������, �������� ���� ������
�	�
�� ����	
�
��� � 
����������
���� ��	����� �����
��, $�� ��	����� ������
��� 
�������� 3 (�. 45) ������
�	�
�
 ��������. 
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����� 2  

�����?
 � 
���@������� 

§ 2.1. �����A� � #%���A�� ��$ ���� 

1. 
��#!��� %#�&��& � #%��$�����& 


%��$������ . &�
�
��� (������, ��
����� ��������) ���-
���� m � n ��������
� ������������� ������� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

, 


�
������ �� ��
�� jia  � 
��������� � 
���% � n 
�������.  
/�������, 

��
�

�
��
�

�

675
321

 – �����"� ������� 2 � 3. 

D��	� jia  
��������� ���������� �������; ������ �
���� � 
����
�$�
�� �	���
�� ��������� 
���� ������, � ������ – 
���� 
���	�"�, � ������
 
�
������ ���� �	���
�. �	� �������

�� ��-
���� �����" ����	������� ���	��
�� �����: A, B, .... 

/�������,  

��
�

�
��
�

�

�

675
321

A  �	� 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

0
0
0

B . 

A���	������� ����� ������� ����
�$�
�� �����"�: � � .i jA a�   
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��� �����"� �$������� �������, ��	� �
� ��
��� ������� � 
���
� �
 �	���
��, �����	���

�� 
� ���
�����
 �����
. 

&����"� ������� 1 � n (��
� ������) 
������� ���$
� �����-
���-
���%��, � ������� � � 1 (���
 ���	��") – ��������-

�������. &����"�-������ 1 � n – ��� !����$���� ������ �� ���-
����
���� �n, � �����"� � � 1 – ������ �� �m.  

/�������, 

(–1, 2, 7)#  �3,  #

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

4
2
1
0

 �4. 

*���
������ ������ 
� 
�������
 ���"��	�
�
 ����
 �����".  
&����"�, ��� �	���
�� ������� ���
� 
�	�, 
��������� ����-

��� �������� � ����
�$����� 0.  
&����"� ������� n� n 
��������� %���������, � $��	� n – �� 

�����%��. /���� �	���
��� nnaaa ,, , 2211 �  �������
�� �����"� 

��������� ������� ���������!, � ����� �����
�	�
�
 �	���
��� – 

����� ������� � ����
�$����� tr A (�� �
�	������� �	��� trace). 

7������
�� �����"�, � ������� ��� �	���
�� �
� �	��
�� ���-
��
�	� ���
� 
�	�, �.�. �����"� ���� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nna

a
a

D

000

00
00

22

11

����
�
�

, 


��������� ������������. D���
�� �	�$��� �����
�	�
�� �����"� 
��	����� ��������� �����"� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

1000

010
001

����
�
�

E , 
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� �	��
�� �����
�	� ������� ����� $��	� 1, � �
� �����
�	� ����-
��
� 0. 

7������
�� �����"�, �	� ������� ��� �	���
��, ������� ��� 
(
��) �	��
�� �����
�	��, ���
� 
�	�, 
��������� ������� ���-
�������� (������ �����������).  

2. 
%���A�� ��$ �����A��� 

/�� �����"��� ���
� ����	
��� ��� �����"��. 9����� ����� 
�����"� ���
������� ������� ���
� ��	�������.  


%��$������. ������ ������ � �jiaA �  � � �jibB �  ������ 
������� ��������
� ������� 8 + 2 ���� �� �������, ���������-
��� �����
���� 

� �jiji baBA ��� . 

#���� �������, �	����� ��� �����"� ��
�$��� �	����� �
 �	�-
��
��, ������� 
� ���
�����
 �����
. /�������, 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

� 

���

�

�
��
�

�

8115
600

240
321

675
321

. 

&����"� ���
� ��
����� 
� $��	�.  


%��$������. ���
������
�� ��
�
�� � �jiaA �  �� �
��� 
�  ��������
� ������� 

� �jiaA �� � . 

������� �	�����, ��
����� �����"� 
� $��	� ��
�$��� ��
�-
���� ��� �	���
�� ��

�� �����"� 
� ��� $��	�. /�������, 

��
�

�
��
�

�

���

�

�
��
�

�




3515
105

73
21

5 . 

*����"�� �	���
�� �����" � ��
���
�� �����"� 
� $��	� 
��	����� �	�������� ���������� (����	����� $�����	� �������-
�� � �
 �������	������ ����������	�
�): 
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1) A + B = B + A; 
2) (A + B) + C = A + (B + C); 
3) A + 0 = A; 
4) A + (–A) = 0; 
5) � � BABA 			 ��� ; 

6) � � BAA �	�	 ��� ; 

7) � � � �AA 	��	 � ; 

8) AA �
1 , 
��� 8, 2, # – �������	�
�� �����"� ��
��� �������, 0 – 
�	���� 
�����"� ���� �� �������, �	 ,  – �������	�
�� $��	�. 

:���(���� 1. A� ����$��	�

�
 ���� ������� 1 
 8 ������-
��, $�� �
������� ���
 �����" ������� nm�  � ������	�

��� 
�����"���� �	���
�� � ��
���
�� 
� $��	� �������� 	�
��
�� 
�������
����. 9���	����� $�����	� �������� ����������	�
�, $�� 
������
���� ����� �������
���� ���
� mn . 

*�
��� �	��
�� �����
�
�� �����" �����
� � ������ �����"�-
�� – ���������� �����". +�� ���������
�� �����"��, 	������ � 
��
��� "�	��� �����	�  	�
��
�� �	����� – ������� ������. 

9���� ��
� ��� �����"�: 

8 – ������� m � n; 
B  – ������� n � k. 

7�� ���
�, $��	� ���	�"�� � �����"� 8 �� ��	���� ���
� $��-
	� ����� 2, �	�, ��������� ������
��, �	�
� ������ � �����"� 8 
��������� � ������� ���	�"� � �����"� 2. @ ���� �	�$�� ���
� 
������	��� �����"� # = 82, ������� ����� ����� ������� m � k 

(�����	� �	� ������
�
��: 
k
m

k
n

n
m

�
 ). +	���
� cij �����"� #, 

�����	���

�� � �������	�
�� i-� ������ (i = 1, ..., m) � �����-
��	�
�� j-� ���	�"� (j = 1, ..., k), �� ������	�
�� ����
 ���	��
��� 
���������
�� ���
 �������� �� �������
���� �n: i-� ������ �����-

"� 8 � j-�� ���	�"� �����"� 2: 

cij = ai1
b1j + ai2
b2j + ... + ain
bnj. 
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/�������: 

� � � � � �
� � ��

�

�
��
�

� 

���

�

�
��
�

�

�


�




�



�

���

�

�
��
�

� 

��
�

�
��
�

� 

70
70

24110401
22130203

20
10

41
23

, 

� �
��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�

�
�




�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��
�

�
��
�

� 

8
0

141221
131121

1
1
2

421
311

, 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



��
�

�
��
�

�

61
21
32

21
11

 – ���������
�� 
� ����������, ��� ��� �	�
� 

������ � �����"� 8, ���
�� 2,  
� ��������� � ������� ���	�"� � 
�����"� 2, ���
�� 3. 

K�
���
�� �����" ��	����� ����������: 

1) (AB)C = A(BC);  
2) A(B + C) = AB + AC;  
3) (A + B)C = AC + BC; 
4) � � � � � �BABAAB 			 �� ; 
5) 81 = A, 18 = 8. 

������� ������ ��������, 
��������� 
������������ ��%���� 
��������� (����	�
�� �������� ������������ �
�	���$
�). ����-
����	����� � ����� ���� ������� ����	�
� ���������
 �������, 
������� ����
�$���� ��	��� �	�$��� �������
�
 �����".  

9���� 8, B, # – �������
�� �����"� ��
��� � ���� �� �������  
2 � 2. %������ �
 ���: 

1 2

3 4

a a
A

a a
� �

� � �
� �

, 1 2

3 4

b b
B

b b
� �

� � �
� �

, 1 2

3 4

c c
C

c c
� �

� � �
� �

. 

A����: 

� � 1 1 2 3 1 2 2 4 1 2

3 1 4 3 3 2 4 4 3 4

a b a b a b a b c c
AB C

a b a b a b a b c c
� �� �� �

� �� �� �� �� �� �
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� � � � � � � �
� � � � � � � �

1 1 2 3 1 1 2 2 4 3 1 1 2 3 2 1 2 2 4 4

3 1 4 3 1 3 2 4 4 3 3 1 4 3 2 3 2 4 4 4

;
a b a b c a b a b c a b a b c a b a b c
a b a b c a b a b c a b a b c a b a b c

� � � � � �� �
� � �� � � � � �� �

 

� � 1 2 1 1 2 3 1 2 2 4

3 4 3 1 4 3 3 2 4 4

a a b c b c b c b c
A BC

a a b c b c b c b c
� �� �� �

� �� �� �� �� �� �
 

� � � � � � � �
� � � � � � � �

1 1 1 2 3 2 3 1 4 3 1 1 2 2 4 2 3 2 4 4

3 1 1 2 3 4 3 1 4 3 3 1 2 2 4 4 3 2 4 4

a b c b c a b c b c a b c b c a b c b c
a b c b c a b c b c a b c b c a b c b c

� � � � � �� �
� � �� � � � � �� �

. 

����
���� ��	�$�

�� ������
�� �	� �����" (82)# � 8(2#), 
���������� � �
 ��	
�� �������
��. /�������, �	���
� �����"� 
(82)#, �����	���

�� � ������ ������ � ������ ���	�"�, ����
 

1 1 2 1 2 4 2 3 2 2 4 4a b c a b c a b c a b c� � � , 


� ��$
� ����� �� ������
�� ����� � �	���
� �����"� 8(2#), 
�����	���

�� � ��� �� �����. 

:���(���� 2. K�
���
�� �����" � 
�������
 ��
���
��
 
�
��
�, 
� � �����
 ��
���
��
 ��	�$����� �� ��
���
�� $���	. 
#�� ab = ba �	� $���	, 
� AB �  BA (� ����� �	�$��) �	� �����".  

/�������, 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

2113
60

31
02

73
21

, 

2 0 1 2 2 4
1 3 3 7 8 23


 
� �� � � �
�� � � � � �

� � � � � �
. 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

26

0
2
4

73
21

, 
� ��
�

�
��
�

�

��
�

�
��
�

�
73
21

2
4

 – 
� ����������. 

>�	� �	� �����" 8 � B ����� ����� ��	����  

AB = BA,  

�� �������, $�� �����"� 8 � B %��������!�. /�������, �����-

�	�
�� �����"� ������� n ����������� � 	���� ������ �����-

�	�
�� �����"�� ���� �� �������. 

H���� �����"� 8 ������� m � n ���
� ����������� �����"� 83 
($�������: �����"�, ����
������������ � 8) ������� n � �. ������ 
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�����"� 83 – ��� ���	�"� �����"� 8 � ��
��
�
��� �
 �������. 
/�������, 

��
�

�
��
�

� 

�

561
723

A  $  
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

57
62
13

TA . 

9��������	��� $�����	� ������
���� ��������� ��������-
��	�
� �	������� �������� �����"�� ���
���
�����
��: 

� � ,TTT ABAB 
�  

� � ,TTT BABA ���  

� � ,TT AA �� �  

.)( AA TT �  

������ 2.1. 9���������� ��������� ��� ���� ������"�� P1, P2, 
P3, ����	���� ��� ���� ����� S1, S2. /���� ���
��� ����� 
��������-
������ �����"�� 

2

1

321

413
405

S
S

A

PPP

��
�

�
��
�

�
�

 

(����
�$�
�� P1, P2, P3, S1, S2 ������	�
� � �����"� �	� 
��	��
�-
���. /�������, $��	� 21a  = 3 � �����"� 8 ��
�$���, $�� 
� ������ 
��
�� ���
�"� ������"�� P1 ���
������� 3 ���
�"� ����� S2). 
9���	������� ������	��� ������� �����, 
���
������ �	� �����-
���	�
�� �	�������� ������� �������: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

80
120
150

c� . 

' � � � 
 � � .  %������ S1 ������	���, �$����
�, 5·150+0·120+4·80 ��., 
� ������� S2 – 3·150 + 1·120 + 4·80 ��. *����� ���
�, $�� ������-
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���	��" � �1 2, TS S S�
�

 ������ ����� ����� ���� ������
 � ���� ���-
������
�� 

��
�

�
��
�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��
�

�
��
�

�
�
�

890
1070

80
120
150

413
405

cAS ��
. 

��������, $��, ����� ���
 ��

�
, �����
� ��� � ��������� 
������� ���� ����� (� ���$��� 
� ���
�"� �����): 

� �3020�p� . 

#���� ��������� ����� �����$�

��� ����� ����� 

,4810089030107020 �
�
  

�	�, � �����$
�� ������: 

��������� ����� = � �
1070

20 30
890

pAc� �
�� �

� �

� � . 

'���������, ��	� ����� 
���
����� ������ ������ �����
�� 
����$�, �� ���
�, 
� �������� ��������
��, ����� �������� ����� � 
���� cAp �� . 

7������
�� �����"� � �ijA a�  
��������� 
���������
%��, ��	�  

 AT = A. (2.1) 

/�������, ��������$����� ��	����� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






�

372
745
251

A . 

����
���
�� (2.1) ���
���	�
� ����, $�� �	� �	���
��� �����"� 
����� ����� ��	����  
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jiij aa �  

�	� 	���
 i � j. +�� ��
�$���, $�� �	���
�� ���� �����"�, �����-
	���

�� ��������$
� ��
�����	�
� �	��
�� �����
�	�, ���
� 
����� �����. *����� ���
��	� 
����
�� – 
���������
%�� ���-
����. 

:���(���� 3. &
������� ���
 ��������$����
 �����" ��	�-
���� ����������
����� 	�
��
��� �������
���� �������
�
 ���-
��" ������� n. '�����
���� $�����	� ����������	�
� ����
���, 
������ ������
���� ����� ����������
����. 

7������
�� �����"� O 
��������� �������������, ��	� �� 
���	�"� �������� ����
��������

�� ������� ��������. +�� ��-
	���� ���
� �������� � ���� ��
��� �����$
��� ����
���� 

 .TO O E
 �  (2.2) 

�	� �������� �������� ����
���� (2.2) 
� ������� �������
�� 
�����"� ������� ���: 

��
�

�
��
�

�
�

2221

1211

aa
aa

O . 

A����  

�
�
�

�
�
�
�

�

��
��

���
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�
 2

22
2
2112221121

22122111
2
12

2
11

2212

2111

2221

1211

aaaaaa
aaaaaa

aa
aa

aa
aa

OO T . 

9�����
���� �����
�	�
�� �	���
�� �����"� TOO 
  ���
�"�, 
��	�$�� ��	���� 
��������

���� ��������-���	�"�� �����"� O. 
+	���
��, ������� �
� �	��
�� �����
�	�, ���
� 
�	�, $�� ���-

���	�
� ��	���� ������
�	�
���� ��������-���	�"��. 

������ 2.2. 9���� �
�
�

�
�
��

3
2

3
2

3
1X  – �����"�-������. 9����-

���� ������
�	�
���� �����"� 

.2 XXEO T
�  
' � � � 
 � � . A����  
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�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

9
4

9
4

9
2

9
4

9
4

9
2

9
2

9
2

9
1

XX T , 

������� 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�













�

9
1

9
8

9
4

9
8

9
1

9
4

9
4

9
4

9
7

O . 

#����� ������
�	�
���� �����"� O ����������� 
�����������

�. 
*�����
�	�
���� �����"� O ���
� ��������� � ��	�� ������� 

��������. �	� ����� �������, $�� ������ X ���
�$
��, �.�. 
1�
 TXX . 9������ 

� �� �.22 XXEXXEOO TTT 



�
  

'������� ������ � �������� �����
�� (��
��
�� ������� ��-
�
�����	��) 

� �� �.442 XXXXXXEOO TTTT 

�

�  

��	�� �����	������� ����"�����
����� ��
���
�� �����" � 
����������� ���
�����	� ��-�������, $�� � �������� � 
��
��� 
����	�����. 

� � .4444 EXXXXEXXXXXXEOO TTTTTT �
�

�


�

�  

§ 2.2. �����A� � ������� �������� ���!����� 

1. �����(��& /�%��; ������ �������� ���!����� 

*�
� �� ���
�
 �����
�
�� �����" �����
� � ���������
��� 
������ 	�
��
�
 ����
�
��. 
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9���� ��
� ������� m � n: 

 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

.
.........
,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�
�

 (2.3) 

@����� � ���������
�� �����"�: 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

X
�

2

1

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mb

b
b

B
�

2

1

. 

#���� ������� (2.3) ���
� ����
��� ���
����

�� ����
�
��� 

 BAX � . (2.4) 

���������	�
�, �����"� 89 � B ����� ���
 � ��� �� ������ m � 1, 
�.�. ������ �� 
�
 ��������	��� ����� ���	��" “�������” m. 9��-
���
���� ���� ����� ������ �	���
�� ���
 ���	�"��, ��	�$�� 

11212111 bxaxaxa nn ���� � , 

$�� � ��$
���� ��������� � ������ ����
�
��� ������� (2.3). E
�-
	���$
�� ����	���� ���� ����
�
�� �����
 �	���
���, ������
 � 
�.�. @ ����� ��	�$���, $�� ����
�
�� (2.4) ���
��
�$
� ������� 
����
�
�� (2.3). 

K���
�
�� (2.4) 
������� ��������� ����
�! ������� 	�
��-

�
 ����
�
�� (2.3), � �����"� A – �������� 
�
����. 

/�������, �������  

�
�
�

�
�
��


4632
,052

321

321

xxx
xxx

 

� �����$
�� ������ ���	���� ���: 
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1

2

3

1 2 5 0
2 3 6 4

x
x
x

� �

� � � �� � �� � � �� �
� � � �� �

� �

. 

2. ���, �����A� � I����������� %��#*��/#!���& 

&����"� ������� m� n 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

 

���
� ������������� ��� �������, ��������� �� m ��������-����� 
(�������� �������
���� �n), �	� ��� �������, ��������� �� n ���-

�����-���	�"�� (�������� �������
���� �m). 


%��$������. ���!�� ��
�
�� A (����������
� rk A) ����-
����
� ���� 
�
���� ��%�����, ���������� 
���%��� �������.  

:���(���� 1. A� ������	�
�� �	�����, $�� ��
� �����"� ���-
���� m� n ���� "�	�� $��	�, ���	�$�

�� � �����	�
 �� 0 �� m. 
9��$�� rk A = 0 ��	��� 	��� � �	�$��, ����� A = 0.  

:������������ ���������������� 
�� �������� �����"� 
�-
�������� 	���� �� �	������
 ��������: 

1) ��$������
�� 
�	���� ������ (��	� ������� �������); 
2) �������
���� �����; 
3) ��
���
�� 	���� ������ 
� $��	� ;0��  
4) ������	�
�� � ��
�� �� ����� ������ ������, ��
���

�� 
� 

	���� $��	�. 
A
�$� ������, ��$� ���� � ��
 �� ����
 �	���
���
�
 �������-

����
��
, ������� ����	������� � ������ B�����, � ��� 	��� ���-

�"��, $�� ������ ��� �����������
�� ����	
����� 
� 
�� ����
�-

���� �������, � 
�� �������� �����"�. 

*������, $�� �����������
�� 2), 3), 4) ��	����� 
���
���� ��-
������
��. +�� ��
�$���, $�� ��	� �����"� B ����� ���� ��	�$�
� 
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�� �����"� A ��� ������ ��
�$
��� $��	� �	���
���
�
 �������-
����
�� ������ ����, �� � �����"� A ����� ���� ��	�$�
� �� �����-
"� B  ���  ������  ��
�$
���  $��	� �	���
���
�
 �����������
��. 

A���� ����� �	������� ��������
��. 

�����.  ���� ������� �� ������
� ��� ������������ �����-
���������� ��� 
���%��� �������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� �����"� B ��	�$�
� �� �����"� A 
��� ������ ��
�$
��� $��	� �	���
���
�
 �����������
�� ���� 
3) �	� 4) (�	� �����������
�� ���� 1) � 2) ����	
�
�� ��������-

�� 	���� �$����
�). #���� ������ �� ��������-����� mbb

�
�
�

,,1  
�����"� B ��������	��� ����� 	�
��
�� �����
�"�� ��������-
����� maa ��� ,,1  �����"� A. �	�������	�
�, mbb

�
�
�

,,1  ���
��	���� 

	�
��
�� ���	�$�� ).,,( 1 maaL ���  %
�$��, � �mbbL
�

�
�

,,1  ��	����� ���-
�������
����� ),,( 1 maaL ���  � ������� 

).,,(dim),,(dim 11 mm aaLbbL ���
�

�
�

�  

+�� ��
�$���, $�� .rk rk AB �  @ ��	� ����������� �����������-

�� 3) � 4) ����� .rk rk AB   #���� �������, .rk rk AB �  H���� 
������
�. 

������ 2.3. /���� ��
� �����"� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�
















�

34134
12247
12103
4462

A . 

' � � � 
 � � . '�
� �����"� 
� ��
����� ��� �	���
���
�
 ���-
��������
��
, ��� $�� �������� �����"� A � 	���
�$
��� ���� 
������� B�����. A���� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�
















34134
12247
12103
4462

 ~ 

1 3 2 2
0 1 4 5
0 3 12 15
0 1 4 5


 
 
� �
� �
 
� �
� �

� �
� �

 ~ 

1 0 14 17
0 1 4 5
0 0 0 0
0 0 0 0


 
� �
� �
 
� �
� �
� �
� �

. 
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@ ����	����� ��	�$�	� �����"� � ����� 	�
��
� 
���������-
�� ��������, ��� $�� ��
� ��
��
�� �����"� ����
 2. 

3. ��#�������!# ��"���� #$�#�#$�#� ������� ���!����� 

'��������� ��
����
�� ������� 	�
��
�
 ����
�
�� 

 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

,0
.............
,0
,0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

�

�
�

 (2.5) 

�	� � �����$
�� ���� 
 .0�AX  (2.6) 

9���� ������� X � Y �� �n ��	����� ����
���� ���� �������, 

����� 	���� �
 	�
��
�� �����
�"�� ����� ����� �� ����
���. 
���������	�
�, 

.000)( �
�
�
�
�� �	�	�	 AYAXYXA  

*����� �	�����, $�� �
������� ���
 ����
�� ��
����
�� ������� 
�� m ����
�
�� � n 
�������
��� ��	����� ����������
����� ���-
����
���� �n. >�������

�, ���
����� ������: ������ ������
���� 

����� ����������
����? *���� 
� ���� ������ ���� �	������� ��-
������
��. 

��#����  2.1. )�
�� ���� ������� A ���������� 
�
���� 
(2.5) ����� r, ����� ��������
�� ��������� ���
����
��� ��
���� 
���� 
�
���� ����� rn 
 , ��� n – ��
�� ������
���� 
�
����. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� maaa ��� ...,,, 21  – ������� ��������-
����� �����"� A. *���
�$�� $���� L – 	�
��
�� ���	�$�� ���
 
��������. #�� ��� �� ��	���� ������� ��
� �����"� A ����
 r, �� 
dim L = r. K���
�
�� ������� (2.5) ����� ���� ������
� �	����-
��� �������: 
 ,0),(,,0),( 1 �� xaxa m

�����
 (2.7) 
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�.�. ��������	��� ����� ��	���� ������
�	�
���� ������� x�  ���-
�������
���� L. #���� �������, �������
���� ����
�� ������� 
(2.5) ��	����� ������
�	�
�� ����	
�
��� � L. /� ��
���
�� ���-
���� 1.5 dim L! = n – r. #������ ������
�. 

���$��!�� 1. $��������� 
�
���� ����� ��������� ��
���� 
����� � ����%� �����, %���� ���� ������� 
�
���� ����
� ��
�� 
������
����. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  *�
����
�� ������� ����� 
�
�	���� 
����
�� ����� � ��	��� �����, ����� ������
���� �������
���� ��-
��
�� ��
����
�� ������� (���
�� 
� ��
���
�� ������� 2.1  
n – r) ��	��� 
�	�. E ��� ������	�
�
� ����, $�� n > r. 

���$��!�� 2. ���� ������� �� ������
� ��� ����
������-
�����. 

������� �	�����, ��
� �����"� A ����
 ��
�� ������� �����-
���, ���������
 ���	�"��� �����"�. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� ��
� �����"� A ������� m� n ��-
��
 r, ����� ������
���� 	�
��
��� �������
���� ����
�� ������� 
(2.5) ���
� n – r. �	�������	�
�, ����� ����
�� ���� ������� ��-
��� ��������� n – r �����
�
 � r ������
�
 
�������
�
. /� $��	� 
�����
�
 ������

�
 (��. ����$�
�� � ��
"� § 1.4) ���
� ��
�� 
������� ��������, ���������
 ���	�"��� �����"� A. K�������-

�� ������
�. 

:���(���� 2. A� �	������� 2 ��������, $�� ��
� �����"� A 
������� m� n 
� ��������� min(n, m). 


%��$������. ;���
 ��������� ���
����
��� ��
���� ����-
������ 
�
���� (2.5) ��������
� ��������
������ ������� ��-
$��
� ���� 
�
����. 

7�� �	����� �� ������� 2.1, !�
����
��	�
�� 
���� ����
�� 
������� (2.5) ������� �� n – r 	�
��
� 
���������
 ����
�� ���� 
�������: rnXX 
,,1 � , ��� r – ��
� �����"� �������. #�� ��� 	���� 
������ ����
�� X ���� ������� ��	����� 	�
��
�� �����
�"��� 

rnXX 
,,1 � , �� ����� ����
�� ��
����
�� ������� (2.5) � ���-
��$
�� !���� ����� ��� 

 rnrn XCXCX 

��� �11 , (2.8) 

��� #1, #2, ..., #n–r – �������	�
�� ������

��.  
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������ 2.4. /���� !�
����
��	�
�� 
���� ����
�� ������� 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 0,
7 8 2 0,
3 2 3 2 0.

x x x x
x x x x
x x x x

� � 
 ��
� � 
 
 ��
� � 
 � ��

 

' � � � 
 � � . '���� ��� ������� ������� B�����. A���� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









02323
02187
02132

~ 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








040119
040119
02132

 ~  

~ 
2,5 2,5 1 0 0

2,25 2,75 0 1 0
0 0 0 0 0


 
� �
� �
 
� �
� �
� �

. 

#���� �������, ����� ����
��� ���� ������� ����� 

 3 1 2

4 1 2

2,5 2,5 ,
2,25 2,75 .

x x x
x x x

� ��
� � ��

 (2.9) 

#�� ��� ����� ����
�� �������� ��� ������
�� ������

��, �� 
������
���� �������
���� ����
�� ���
� ����. %
�$��, !�
����
-
��	�
�� 
���� ����
�� ����� �������� �� ���
 ����
��. 9�	����  
� (2.9) �
�$�	� x1 = 1 � x2 = 0, � ����� x1 = 0 � x2 = 1, ��	�$�� ����-
�������

� 

1

1
0

2,5
2,25

X

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

75,2
5,2

1
0

2X . 

+�� ������� 	�
��
� 
���������. �	�������	�
�, !�
����
��	�-

�� 
���� ����
�� ��
��
�� ��
����
�� ������� ����
�
�� ��-
����� �� �������� 1X  � .2X  
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7�� ��	� ������
� ����, 	���� ��
����
�� ������� �� m 	�-

��
�
 ����
�
�� � n 
�������
��� ������ � �n 
�������� ������-
����
���� L. '��������� ������ �����
�� ����$�. 9���� � ������-
����
���� L % �n �����
 ����� ....,,, 21 raaa ���  /��� "�	� – ������-

��� ������� ����
�
��, ������� ����	������	� �� ������� �� L � 
��	��� �
�.  

'��������� ������� ����
�
��, ������	����� ����������
-
���� L!: 
 .0),(,,0),( 1 �� xaxa r

�����
 (2.10) 

9���� rnbb 


�
�
�

,,1  – 
�������� !�
����
��	�
�� 
���� ����
�� 
������� (2.10), �. �. ����� L!. #���� ������
�	�
�� ����	
�
�� � L! 
�������� ��������  

 .0),(,,0),( 1 �� 
 xbxb rn
��

���  (2.11) 

9�	�$�

�� ������� � ����� �������, ��� ��� (L!)! = L. 
9������� 
�������� ����. D���� ��	�$��� ������� ����
�
�� 

�	� ����������
���� L, �	����� ����� �����-	��� ����� 
raaa ��� ...,,, 21  ����� ����������
����, ����� ����������� ������� 

(2.10), �������� L!, � 
���� 
�������� !�
����
��	�
�� 
���� 
����
�� rnbb 


�
�
�

,,1  �	� ���� �������. #���� ������� ����
�
�� 
(2.11) � ����� �������. 

:���(���� 3. A� �������

�
 ���� ��������
�� �	�����, 
$�� ����������
���� L ������
���� r �������
���� �n ����� ���� 

����
� ��
����
�� �������� �� n – r ����
�
�� (��
��� ����
�-

�� ���� 
� �����, ��� ��� ��
� �����"� ������� ��	��
 ���� 
����
 n – r). 

������ 2.5. 9����  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�



�

1   
1   
1
2  

1a� , 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

1
3
1
4

2a�  



 69

– ����� ����������
���� L � �4. /���� ������� ����
�
��, �����-

��
 L. 

' � � � 
 � � .  '��������� ������� ����
�
��, �������� L!: 

�
�
�

����
���


.034
,02

4321

4321

xxxx
xxxx

 

'���� �� ������� B�����. A���� 

��
�

�
��
�

� 

0131   4
01112

 ~ ��
�

�
��
�

� 

0022   2
01112

 ~ ��
�

�
��
�

� 

0011   1
01021

. 

#���� �������, ����� ����
��� ���� ������� ����� 

 3 1 2

4 1 2

,
2 .

x x x
x x x

� 
 
�
� � 
 ��

 (2.12) 

9�	���� � (2.12) �
�$�	� x1 = 1 � x2 = 0, � ����� x1 = 0 � x2 = 1, ��	�-
$��� !�
����
��	�
�� 
���� ����
�� ���� ������� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�






�

1
1
0  
1  

1b
�

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�



�

2  
1
1  
0  

2b
�

. 

�	�������	�
�, ��
����
�� ������� ����
�
�� 

�
�
�

��

�



02
,0

432

431

xxx
xxx

 

��	����� ������� ��������, �������� ����������
���� L.  
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4. ��#$�#�#$��� ������� �������� ���!�����  
� %#$%�#�������!� ! �n 

'��������� 
���
����
�� ������� m � n:  

 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

,
.........
,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�
�

 (2.13) 

�	� � �����$
�� !���� 
 AX = B. (2.14) 

������� 

 AX = 0 (2.15) 


��������� ���������� 
�
�����, 
������
���!��� ���������-
��� 
�
���� (2.14). �������	��� �	������� ��������
��. 

��#���� 2.2. $���� ��
���� X ������������ 
�
���� (2.14) 
�
�� 
���� ��
����� ��
���� X0 ���� 
�
���� � ������ ��
���� 

������
���!��� �� ���������� 
�
���� (2.15). 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9������ �
�$�	�, $�� ����� $���
��� 
����
�� X0 
���
����
�� ������� (2.14) � �������	�
��� ����
�� 
X1 ��
����
�� ������� (2.15) ����� ��	����� ����
��� ������� 
(2.14). A���� 

� � ,01010 BBAXAXXXA ������  

$�� � �������	��� ��������. #����� 
�� �������� ��������, $�� ���-
��� ����
�� X 
���
����
�� ������� ���� ����� $���
��� ����-

�� X0 
���
����
�� ������� (2.14) � 
��������� ����
�� X1 ��-
������������� ��
����
�� �������. A���� 

A(X – X0) = AX – AX0 = B – B = 0. 

�	�������	�
�, 01 XXX 
�  
 ����
�� ��
����
�� ������� 
(2.15), �
�$��, ,01 XXX ��  $�� ��������� ��������	�����. 
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9����	��� ������ ����
�� ��
����
�� ������� ���
� ��-
��������� 
�������� 	�
��
�� ����������
���� ,nL % �  �� ����� 
����
�� 
���
����
�� ������� �� ����� �������� � ���� X0 + L, 
��� X0 – 
�������� $���
�� ����
��. J���� 
������� ��� 
�����-
��� ������
����
����. A 
�������, �	� ������� ����
����� ���-
�������
���� X ���
� ������ ������� 	�
��
�
 ����
�
��, �
�-
������ ����
�� ������� ���� X. ���������	�
�, �� ����	�, $�� 
����������
���� L ���
� ������ 
�������� ��
����
�� �������� 
����
�
��. 9������	�� ������
��� X0 � 	���� $���� ���� �������, 
��	�$�� ������ $���� ������� 
���
����
�� �������. 9������� 
���� 
���
 ��������
�� � ���� �������. 

��#���� 2.3. &�� �
�%�� ������������ 
�
���� �����
��� 
�� ��
���� X �������� 
�������� ������
����
���. &�� �
�%��� 

��������� ������
����
��� ������
� 
�
���� �������� ������-
���, �����
��� ��
���� %������ �
�� X. 

§ 2.3. 
%��$������� 

1. 
%��$������� !�#�#,# � ����;�,# %#�&$)� 

7����� �������
�� �����"� n � n �� 
��������� ����
� ����� 
���� ������	�
� � ������������ $��	� A , 
��������� ��������-
����� ������� 8, �	� ������ ������������� n-�� �����%�. +��� 
�������! �������
 �����
�� ��
���� � ��������� ������	���	�, � 
����� �����
�
�� ������	���	�� �	� ����
�� ���	�$
�
 ����$ 
	�
��
�� �	�����.  

$����������� ������� �����%�  ��������  ��� ������ !����	� 

 11 12
11 22 12 21

21 22

,
a a

a a a a
a a

� 
 
 
  (2.16) 

� ������������ �������� �����%� – !����	�� 


��� 312312322113332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 

 13 22 31 11 22 31 12 21 33.a a a a a a a a a
 
 
  (2.17) 
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%����
��� !����	� (2.17) ���
� � ������� ���
 �
�� (���. 2.1): 

 

+

 




 

���. 2.1 

/� 	���� �
��� ���. 2.1 �����
�
� 	�
���� ������ ��� �	���
�� 
������	���	�, ���������
�� ������
 �
���� � ������ $���� !��-
��	� (2.17) �� �
���� “+”; 
� ������ �
��� ������
� ���������-

��, �
������ �� �
���� “–”. 

'��������� ������ �����
�
�� ������	���	�� �	� ����
�� 
��������$����� ����$�. A� ���	�
��� ����� ������
� !����	� �	� 
��$��	�
�� �	����� ����		�	������� �� �����
��� a � b: 

,sin	abS �  

��� 	  – ���	 ����� �����
���.  
*�����	�� �	����� ����		�	�������, �������

��� 
� �����-

��
 ),( 12111 aaa �
�

 � ),( 22212 aaa �
�

 �� �2. A���� 

 .sin21 	

� aaS ��  (2.18) 

9��
���� �� �
���
��, $�� 		 2cos1sin 
�  � 
21

21 ),(cos
aa
aa
��
��

�	 , 

����������� !����	� (2.18). A���� 

,),(),(1 2
21

2
2

2
12

2
2

1

2
21

21 aaaa
aa

aaaaS ����
��
����



�





�  

�	� � ������
��
�� !���� 
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� � � � � � .2
22122111

2
22

2
21

2
12

2
11 aaaaaaaaS �
�
��  

*����� ���	� 
��	��
�
 �����������
�� 
�
���� 

 .)()()(2)( 21122211
2

122112212211
2

2211 aaaaaaaaaaaaS 
��

�  (2.19) 

����
���� (2.16) � (2.19), ���
���� � ������, $�� ������� ��-
�������������, ��
��������� �� ��%����� ),( 12111 aaa �

�  � 

),( 22212 aaa �
�  �� �2, ����� ��
��!����� �������! ������������, 


�
���������� �� %�������� ���� ��%�����. 

2. ���#�� � ��,�*���(��)�� $#%#�����& 

D���� ��������� ����� ����
����
���� � ������
��
 (2.16) � 
(2.17), 
���
����� ������ ��
���� ������ � ����������
%��� ��-
��������. 

'��������� ������	���	� n-�� ������� 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

� . 

@���	�� � 
�� �����-�� ������	�

�� �	���
� aij. @�$���
�� 
�� ������	���	� ������ � ���	��", � ������
 �����	���
 �	���
� 
aij (�.�. i-� ������ � j-� ���	��"). *���
���� 
�������� ������	�-
��	� (n – 1)-�� �������. +��� ������	���	� 
��������� ������� 
�������� aij � ������	���	� A  � ����
�$����� Mij.  

/�������, � �	�$�� ������	���	� $��������� ������� 

4211
1320
1732
7301









 



 74

����� 

23

1 0 3 7
1 0 7

2 3 7 1
0 2 1 8 14 1 21.

0 2 3 1
1 1 4

1 1 2 4

M






� � 
 � 
 
 � � 









 

'���������, ������	�
�� ��
��� ���
� ����
��� ���� ��	��� 
��	��
��, �����	��� ���� ��
���� ������	���	� ������� n �����-

� 	��� �	� �	�$��� n = 2 � n = 3.  


%��$������ . 	�!����
����
� ��������
�� '�����
� aij � 
������������ A  ��������
� ��
�� 

� �1 .i j
ij ijA M�� 
  

/�������, 

13 13 21 21, .A M A M� � 
  

>�	� �����	��������� ��
����� �	������$������ ����	
�
��, 
�� !����	� (2.16) � (2.17) ���
� �������� � �	������� ����: 

 12121111 AaAaA ��  (n = 2), (2.20) 

 131312121111 AaAaAaA ���  (n = 3). (2.21) 

'���
���� (2.20) � (2.21) ����������� 
�����������

�, �����	��� 
��� n = 2 ����� 2211 aA � , 2112 aA 
� , � ��� n = 3 

22 23
11 11 22 33 23 32

32 33

,
a a

A M a a a a
a a

� � � 
  

21 23
12 12 23 31 21 33

31 33

,
a a

A M a a a a
a a

� 
 � 
 � 
  

21 22
13 13 21 32 22 31

31 32

.
a a

A M a a a a
a a

� � � 
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3. 
%��$������; �����A� n-,# %#�&$)� 

l����	� (2.20) � (2.21) ������������, ����� ��	�
� ���� ��-
��������� ������	���	� 	����� ������� n. 


%��$������ . (������

���� %��������� ������� 8  
(��� ���
�� �������

���� n-!� �������) ��������
� 
���� �����-
�������  ���������  ������  
���%�  �� �� ����������
%�� ����������: 

 11 11 12 12 1 1 .n nA a A a A a A� � � ��  (2.22) 

%������, $�� 
����� � ����
�$�
��� A  $���� ����	������� ����
�-
$�
�� det A. 

9����	��� ������	���	� ������� � �������� �������� ��� ��-
����	�
�, !����	� (2.22) �����	��� 
�
����� ������	���	� $��-
������� �������, ����� ������ � �.�. 

/�������, 

� � 11 12 13 14

1 0 3 4
5 2 1 6

1 0 3 4
2 3 4 5
6 1 2 3

A A A A




� 
 � 
 � � �



 

�


�
�
216
432
125

4
316
532
625

3
321
543
612

 

���
�

�
��
�

�
�

�

21
43

6
31
53

32
54

2  


��
�

�
��
�

� 

�




�

16
32

6
36
52

2
31
53

53  

���
�

�
��
�

� 


�







16
32

1
26
42

2
21
43

54  

= –(2
2 – 4 + 6
2) + 3(5
4 – 2(–36) + 6(–20)) – 4(5
2 – 2(–28) + 1(–20)) = –280. 

@� �����

�� ��
���� ������	���	� ������ ������ ������ ���-
��� ��	�. &���� ���, ��	� ���������� � ������
�� (2.17) �	� ��-
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����	���	� �������� �������, �� ������, $�� ��� ���
� �������� � 
� ����� ����: 

21 21 22 22 23 23,a A a A a A� �  

� ����� � ���� 

31 31 32 32 33 33.a A a A a A� �  

+�� ��	��� �����������
�� ��������: ������	���	� ����
 �������-
��
�� �	���
��� �!��� ������ 
� �
 �	������$����� ����	
�
��. 

*����������, $�� ����� �������� 
� ��	��� �����������
�, 
� � 
������ ���
�. �������	��� �	������� �������. 


��#!��& ��#���� #* #%��$������&�. $����������� ����� 

���� ������������ ��������� �!��� 
���%� �� �� ����������
%�� 
����������. 

A
�$� ������, �	� ������	���	� n-�� ������� ��� 	���� i  
(i = 1, 2, ..., n) �������	��� ����
���� 

 ininiiii AaAaAaA ���� ...2211 . (2.23) 

��������	����� ��
��
�� ������� 
� ����������. 
'���
���� (2.23) 
��������� ����������� ������������ �� i-� 


���%�. � ��� ������� 
�
����
�� ������	���	� A  n-�� ������� 
�������� � 
�
����
�� ���� ��
����, �.�. ������	���	�� (n – 1)-�� 
�������; ������ �� ���	��
�
 ���������� $���� ������	���	�  
(n – 2)-�� ������� � �.�. @ "�	�� ��	�$����� ��� �� ���������� 
���"�����. *�
��� �� ���
� ��	�
� ���������, ��	� ���
�������-
�� �� ���������� ������	���	��. 

4. �!#���!� #%��$�������� 

/��� ��$� ����� ���� � ��������
 �������� ����. � ��
�� ���-
��
�, ������ ��� �������� 
�� ������	���	��, ������� 
� ��
��� 
��� ��	�$�
� �	� ��
����� �� 
� –1; � ������ �����
�, ����� ���-
��
� 
�������� ����
��� ����
���� ������	���	� 
�	�. 

�!#���!# 1. 1
�� %�%��-���� 
���%� ������������ 
�
���� 
�� �����, �� � 
�� ������������ ����� ���!.  
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�	� ��������	����� �������$
� ���	����� ������	���	� �� 
�	���
��� ��

�� ������. 

�!#���!# 2. )�� ����
�����%� �!��� ���� 
���% ��������-
���� ��������
� ��  –1. 

*���
�$���� ���������
��� ������	���	� �������� �������. 
@�����
� ��� �	�$��. 

1. 9�������	����� ��� �����
�� ������, 
������� ������ � 
������. 9�	���� 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

�& , 

333231

131211

232221

aaa
aaa
aaa

�&� . 

/���
����� ��������, $�� .&
�&�  �	� ����� ���	���� ����-
��	���	� &  �� ������ ������, � &�  – �� ������. 9�	�$�� 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 aa

aa
a

aa
aa

a
aa
aa

a �
�& , 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 aa

aa
a

aa
aa

a
aa
aa

a 
�
�&� , 

������ 
�����������

� �	����� .&
�&�  
2. 9�������	����� ��� 
������
�� ������, � ���

� ������ � 

������. #���� �������
���� ���
� ����������� � ��� ����: �
�$�-
	� ����������� ������ ������ �� ������, ����� ������ � �������, 

���
�", �
��� ������ �� ������. 9�� ������ ���� ������	���	� 
��
������� 
� –1; ��� ��� ����� – ���, �.�. 
�$��
�� $��	�, �� � 
����� ��	�$��� .&
�&�  

�!#���!# 3. $����������� 
 ����� �����%����� 
���%��� 
����� ���!. 

���������	�
�, ����� � ������	���	� &  i-� ������ ��������� � 
j-�. 9���
�� ��� ������ �������, ��	�$�� ������	���	� ,&�  
�$�� 

� ��	�$������� �� & , �.�. .&�&�  � ������ �����
�, � ��	� ����-
���� 2 ��	�
� ���� .&
�&�  *����� ,&
�&  �.�. .0�&  
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�!#���!# 4. $���� ��������� ��������� �!��� 
���%� 
����� ����
�� �� ���% ������������. 

/�������, 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

k
aaa
aaa
akakak

� . 

�	� ��������	����� �������� 4 �������$
� ���	����� �� ������ 
������ ������	���	�, ������� �	���. 

�!#���!# 5. 1
�� �������� ��%������ 
���%� ������������ 
&  ����
������� � ���� 
���� ���� 
��������, �� � 
�� ������-
������ ����� 
���� ���� ������������� 1&  � 2& . 2 ������������ 

1&  �%������� 
���%� 
�
���� �� ������ 
��������, � 2&  – �� 
������. $
������� 
���%� ������������� 1&  � 2&  – �� ��, ��� 
� � .&  

/�������, 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131312121111

aaa
aaa
ccc

aaa
aaa
bbb

aaa
aaa
cbcbcb

��
���

. 

�	� ��������	����� ���	���� ������	���	�, ������� �	���, �� 
������ ������. 9�	�$�� ����� 

� � � � � � 131313121212111111 AcbAcbAcb �����  

�	�, ���	� ��������� ������, 

(b11 A11 + b12 A12 + b13 A13) + (c11 A11 + c12A12 + c13 A13). 

9����� �� ���
 ���
 ���� ���
� ������� �� ������	���	�� ������, 
������ ����� ���
� ������� ������	���	�. 
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�!#���!# 6. 2������� ������������ �� �������
�, �
�� % ��-
��� �� 
���% ��������� �����! 
���%�, ���������! �� %�%�� 
������ ��
��. 

/�������, 

333231

232221

131211

333231

232221

231322122111

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
akaakaaka

�
���

. 

�	� ��������	����� �����
�� � ������	���	�, �������� �	���, 
�������� 5. /�����, $�� ���� ������	���	� ����
 

333231

232221

232221

333231

232221

131211

aaa
aaa
akakak

aaa
aaa
aaa

� . 

@����� �� ���
 ������	���	�� ����
 
�	�, ��� ��� ���	� ��
���-

�� �� �
�� ������	���	� ������ �
�����	� k �	���
��� ������ 
������ ��	�$����� ������	���	� � ����� ���
������� ��������. 

�!#���!# 7. #���� ������������ ��������� �!��� 
���%� �� 
����������
%�� ���������� % 
������
���!��� ��������� ������ 

���%� ����� ���!. 

/�������, � �	�$�� ������	���	� �������� ������� 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

�&  

�������	��� ����
���� 

 a21 A11 + a22 A12 + a23 A13 = 0. (2.24) 

�	��� ����� ����� ���������
�� �	���
��� ������ ������ 
� �	-
������$����� ����	
�
�� � ��������������� �	���
��� ������. 

�	� ��������	����� (2.24) ���������� ������	���	� 
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333231

232221

232221

aaa
aaa
aaa

�&� , 

������� ����
 
�	� � ��	� �������� 3.  
'��	���� ��� �� �	���
��� ������ ������, ��	�$�� 

0 = a21 11A�  + a22 12A�  + a23 13A� , 

��� 11A� , 12A� , 13A�  – �	������$����� ����	
�
�� �	� �	���
��� ������ 
������ � ������	���	� &� . /� �$����
�, $�� 11A�  = A11, 12A�  = A12, 

13A�  = A13, ������ � �	����� ����
���� (2.24). 

�!#���!# 8. $����������� ������� 8 ����� �����������! 
����
������������ ������� 83: 

3AA � , 

�. �. ������������ �� ������
� ��� ����
�����������. 
��������	����� 
� ����������. 
A� �������� 8 �	�����, $�� 	���� �� ������� ������	���	� ��-

������ �������	����, ��	� � ��� !����	������ ����
��� ����� 
�	��� “������” �	���� “���	��"”. @ $���
����, �������	��� �	�-
������ ������� – �
�	�� ��
��
�� ������� �	� ���	�"��. 

��#����  2.4. $����������� ����� 
���� ������������ ���-
������ �!���� 
������ �� �� ����������
%�� ����������. 

+�� ��
�$���, $�� ��� 	���� i = 1, 2, ..., n, ��� n – ������� ��-
����	���	�, �������	��� ����
���� 

 niniiiii AaAaAaA ��
�
� �2211 , (2.25) 


��������� ����������� ������������ �� i-�� 
������. 
�!#���!# 9. $����������� ������������ ���� ������ ����� 

�����������! ������������� ���� ������, �. �. 

.BABA 
�
  

��������	����� 
� ����������. 
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5. ���)��(��)�� �%#�#* !�(������& #%��$�������� 

9�����$����� ��$��	�
�� ������	���	�� ��
���
� 
� !����	� 
(2.24) ���	���
�� ������	���	� �� ������ 

A  = ai1 Ai1 + ai2 Ai2 + ... + ain Ain 

�	� �
�	���$
�� !����	� (2.25) ���	���
�� �� ���	�"�. 9��	��-

�� ����
���� ���
����� �����

� ������� ���, ��	� � i-� ������ 
������	���	� ��� �	���
�� ���
� 
�	�,  ����� ��
���,  ������ �ij. 

#���� ��	�$�� 

� � ijij
ji

ijij MaAaA �
�� 1 . 

@�$��	�
�� ������	���	� n-�� ������� A  �������� � ��$��	�
�� 
��
��� ������	���	� (n – 1)-�� ������� Mij. a��� � ��

�� ������-
	���	� ����� 
� ��������� ������ � 
��
�� ��	�$������ 
�	��, 
��� 
� ��
��, ������ ���
�, 
� ����
�� ��	�$�
� ������	���	�, 
������������� ��� ���, $���� � �����

�� �� ��	�
�� ������ ��� 
�	���
��, ����� ��
���, �����	��� 
�	���. +�� �����������
�� 
��
���
� 
� �������� 6 ������	���	�. 9�� ����, “��	�� 
�	�” � 
������, �	����� ����	������� “���	�"����” �����
� �������� 6, �.�. 
������	���	� 
� ����
����, ��	� � ��
��� �� ���	�"�� ��������� 
������, ��
���

�� 
� ����� ����
� $��	�. /�������, “��
�	��” 
�	���
�� ���	�"�, ����	����� �������� 6 � “����$
��“ !����	�-
�����. 

������ �����������
�� ������	���	� � 
��
��� ���� �����-
��
 � �	������� �������. 

������ 2.6. @�$��	��� ������	���	� 

0311
1121
1220
2231














. 

' � � � 
 � � .  @� ������ ������ ��� ���� ���
 
�	�, ������� 
�������� ���

� ���� �������. 9����������, 
� ����
�� ��	�$�
� 
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������	���	�, ������������� ��� ���, $���� �� ������ ������ ��� 
�	���
�� �����	��� ���
��� 
�	�, �����, ������, �24 = 1 ($��-�� 
����� “������������ �	���
��” � ������ B�����). �	� ����� ���-
������ �� ���	�"���: �� ������� ���	�"� ������	��� $��������, 
��
���

�� 
� 2, � � �������� – $��������, ��
���

�� 
� –2. 
9�	�$�� ������	���	� 

0311
1101
1000
2211











, 

��-����
��� ���
�� .&   
'��	����� ���� ������	���	� �� ������ ������: 

&  = 1.(–1)2+4

311
101
211








. 

9�	�$������� ������	���	� �������� ������� ���
� ��� ��$��-
	��� 
�����������

�, 
� ���
� � � 
�� ��������� �
�	���$
�: � 
�������� ���	�"� ��������� ������, ��
���

�� 
� 1. @ ����	����� 

� � � �2 1
1 1 3

1 3
1 0 0 1 1 1.

1 4
1 1 4

�






& � 
 � 
 
 � 






 

§ 2.4. 
*�����& �����A�  

1. 
%��$������ #*����#� �����A�  

K�	������ ��	��� ������������� �������
�� �����"� ������� 
n � n, ��� n – !��������

�� $��	�. #���� ���������
�� 82 ����� 
����	 �	� 	���
 �����" A � B. 

A�����
�, $�� �	� 	����� $��	� 0a �  ���������� �����
�� 
$��	� a–1, �	� �������� 

.1,1 11 �� 

 aaaa  
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9� �
�	���� � ���� ������ ��
���� �����
�� �����"�. 


%��$������ . )�
�� 8 – %��������� ������� n � n. '����-
�� 2 (���� �� �������) ��������
� ����
��� ��� 8, �
�� 

 AB = BA = E. (2.26) 

*����
�� �����"� 8 ���$
� ����
�$��� A–1. 

:���(���� 1. 1
�� �������� ������� 
���
�����, �� ��� 
����
������. 

���������	�
�, ������	���� ������
��. 9���� � �����"� A 

����� � �����
�� �����"�� B ���������� ��� ��
� �����
�� ���-
��"� C. #���� 

B = BE = BAC = EC = C. 

�	�������	�
�, �����"� B � C ���������. 

:���(���� 2. +� � �
�%�� ��������� %��������� ������� 

���
����� ��������.  

'���������, 
�������, �����"� 

��
�

�
��
�

�
�

10
00

A . 

9�����	����, $�� � 
�� ���������� �����
�� �����"� 

��
�

�
��
�

�
�

2221

1211

bb
bb

B . 

#����  

.
0
0

10
00

22

12

2221

1211 E
b
b

bb
bb

BA ���
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�  

&� ��	�$�	� ���������$��, ������������, $�� � �����"� A 
� 
���������� �����
��. 

*����������, $�� ��	����� ����������
�� �����
�� �����"� 
(�
�	���$
�� ��	���� a � 0 �	� $���	) ��	����� �������� ����-
��������
�� �����"� 8. ��������	����� ���������� 
���. 
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2. ��!��#-$����� �����A� 


%��$������ . 4��������� ������� 8 ��������
� ������-
�������, �
�� �� 
���%� ������� ������
���, � ����������� � 
��������� 
�����. 

K�	���� 
��������

���� �������
�� �����"� 8 ������� n, ��� 

�����
� ������, ���
���	�
� ����, $�� ��
� �����"� 8 ����
 n.  

*������ ��
� ���
�� �������� 
��������

�
 �����". #�� 
��� �	���
���
�� �����������
�� 
� ��
��� ��
� �����"�, ��, 
�������� ��� 
���%��� ������������� ������� 8 ������������ 
��������������, ������� 
���� ������������! �������.  

A���� ����� �	������� ��������
��. 

��#���� 2.5. &�� �!��� ������������� ������� 8 
���
�-
���� �������� ������� A–1. 

������� ��� ������� � ��
������

� ����� ������ 
�
����-

�� �����
�� �����"�. 

'��������� ����$� � ��	�� ����
 ����"��: ����� ������ ���-
��$
�� ����
�
�� 

89 = 2, 

��� 8 � 2 – ��� ��

�� �����"�, � 9 – 
�������
�� �����"�. @ $�-
��
�� �	�$��, ����� 2 = 1, �����"� 9 ����� �����
�� � 8. 

�%#�#* ��"���& ���!����& 	) = * 
)�
�� 8 – ������������� �������. )������� �� 
 ������! 

������������ �������������� ��� 
���%��� % ��������� ������� 
1 (������
���� ������ �������
�� ����� ������
�). 1
�� ����� �� 
�� 
���� �������������� ��������� % 
���%�� ������� 2, �� 
������� �
%���! ������� 9. 

%������, $�� 
�� 
���
�������� ���"��	�
� ������
��� ���-
��������
��, �������

�� 
�� 8, $���� �����	��� �
 
�� 2. @��-
��� ����� ���
� ��������� � 8 (
�������, ������) �����"� 2 

� �BA |  

� ����	
��� �����������
�� ����� 
�� “�����

��” �����"��. 9�-
�	� ���� ��� 	���� ��	���
� ���������� � 1, ������ ���������� � 
������� �����"� 9.  
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� � � � � � � � 	 � � � � � .  �	� �������
�� ������� ����� �$�����  
n = 3. *���
�$�� ���	�"� �����"� B $���� 1b

�
, 2b
�

, 3b
�

 � �������-
��� ������ �� �	������
 ���
 ������ ����
�
��: 

 1 2 3, , ,Ax b Ax b Ax b� � �
� � �� � �  (2.27) 

��� x�  ����
�$��� �����"�-���	��" 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

3

2

1

x
x
x

.  

J���� ������ ��� ������� ���$����
� ��
� �� ������, �����-

�� ����� B�����. 

/�$
�� � ������ ������� 

 1.Ax b�
��  (2.28) 

A�
��
�� ���	�"� B����� �	� ����
�� ���� ������� ����� ��� 

x1 x2 x3  

a11 a12 a13 b11 

a21 a22 a23 b21 

a31 a32 a33 b31 

@ ���"���� �����������
�� 
� ����� ��������� ���������$���� 
����
�
�� 

0 
 x1 + 0 
 x2 + 0 
 x3 = b (��� b � 0), 

��� ��� �	���
���
�
 �����������
��
 
�� �������� �����"� 8 
�
� ��	�
� ���������� 
��������

��, � � 
��������

�� �����-
"� 
� ����� ���� 
�	���
 �����. 9� ��� �� ���$�
�� 
� ����� 
��������� ����
�
�� 

0 
 x1 + 0 
 x2 + 0 
 x3 = 0, 

�.�. $��	� ����
�
�� � ������� ��
����� 
� �����. /� � ����� �	�-
$�� �� ��	�
� ���	� ���� ����� ������ � ������� �� ���
 ����
�-

��, ��� ������� ����
�
�� ������������� ���� �����
�� 
���-
����
��, �.�. � ������� ���� 
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�
�

�
�

�

�
�
�

.
,
,

313

212

111

cx
cx
cx

 (2.29) 

%������, $�� �����"� �� ���!!�"��
��� ��� 
�������
�
 � 
���� ������� ���� ���
�$
�� �����"� 1. *������ ���� !��� �����: 
������������� ������� 8 ��������
� % ��������� ������� 
 
������! ������������ �������������� ��� 
���%���. 

*���
�$�� ���	��" ������
�
 $	�
�� � ������� (2.29) $���� 
1c� . 9����	��� ������� (2.29) ���
���	�
� ��
��
�� ������� (2.28), 

�����: 

1 1.Ac b�
��  

*�������� �� ������ �� ������ (2.27): 

 2.Ax b�
��  (2.30) 

>�	� �� �� ����� �	���
���
�� �����������
��, $�� ����	�����-
	��� �	� ����
�� ������� (2.28), �����
��� � �����, �� ��	�$�� 
����
�� ������� (2.30), �.�. ����� ���	��" 2c� , $�� 22 bcA

��
� . E
�-

	���$
� ��	�$�� ����� ���	��" 3c� , $�� 33 bcA
��

� . A���, ����� 

 1 1 2 2 3 3, , .Ac b Ac b Ac b� � �
� � �� � �

 (2.31) 

�������� �� ���	�"�� 1c� , 2c� , 3c�  �����"� #: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

333231

232221

131211

ccc
ccc
ccc

C . 

#���� ������ ���
 ����
��� (2.27) ���
� �������� ��
�: 

8# = 2, 

�.�. # – ������� �����"�. 9��$��, ��� ���
� �� 
���
 ��������-

��, ������ �� ���	��" ic�  ��	�$����� �� ���������������� ���	�-
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"� ib
�

 � ������� ��
 �� ����
 �	���
���
�
 �����������
��, ��-
����� ��������� �����"� 8 � ���
�$
��. 

A���, �� ����
���	� �����

�� ������ 
�
����
�� �����"� 9 
� ��� ����� ������	� ����������
�� �����
�� �����"� 8–1 �	� 
	���� 
��������

�� �����"� 8. �!����	����� ����	�
� ���-
��� 
�
����
�� �����"� 8–1. 

3. ���!�� �%#�#* ���#-$���& #*����#� �����A� 
)�
�� 8 – ������������� �������. )����
�� % ��� (��������, 


�����) ��������! ������� 1. &���� 
 ������! ������������ ���-
����������� ��� 
���%��� “
��������” ������� (8 | E) �������� 8 
(“����! ��������”) % ��������� ������� 1. 3���� �� ��
�� �������-
������ �����
����� ������� 1 �%����
� ������� 8–1. 

%������, $�� �� ������ ������� 
�
����
�� �����"� 8–1 	���� 
�	�����, $�� �������, �������� ��� 8–1, �
�� 8. ���������	�
�, 
�����	�� �����������
��, ����������� 8 � 1, � �����
�� �������, 
�� �����"� 1 ��	�$�� 8, � �� 8–1 – �����"� 1. +�� ��
�$���, $�� 8 
���� �����
�� �����"� �	� 8–1, �.�. 8–18 = 1. 

������ 2.7. �	� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

121
011
322

A  


���� �����
�� �����"� 8–1. 
' � � � 
 � � .  @����	������� �����

�� ���� �������� 
�
�-

���
�� 8–1. 9�� ���� 
�� 
���
�������� ���"��	�
� ��������� 

��������

���� �����"� 8; ��� ����� �������� �� ����� ���-
���
���� �������
�� 8 � 1. ���������	�
�, ��	� �	���
���
�� 
�����������
��, ���������� 8 � 1, �����	��� � �����
�� �������, 
�� �� �����"� 1 ��	�$�� 8. /� �����"� 1 – 
��������

�� (�$�-
���
�); �	�������	�
�, � 8 – 
��������

��.  

A���, �������� �����"� 

� �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

100121
010011
001322

| EA . 
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� ������� �	���
���
�
 �����������
�� �������� �� 	���� “��-
	���
�” 8 � �����"� 1: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






100121
010011
001322

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







100121
001322
010011

'  

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






110110
021340
010011

'  

(����
$�
 ������ ���� �����������
��: ������ ���	��" �����"�, 
������� 	���� �������	�
�� $����, ���
�	 ��� ������� ���	�"� 
�����"� 1); 

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







021340
110110
010011

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




 461100
110110
120101

'  

(����
$�
 ������ ���� �����������
��); 

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












461100
351010
341001

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










461100
351010
341001

. 

9����� �������	�
�� $���� ��	�$�	��� �����
�� �����"� 8–1: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


461
351
341

1A . 

������ 2.8. '����� ����
�
�� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




 133
361
013

142
231
021

X , 
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��� 9 – 
�������
�� �����"� 3 � 3. 

' � � � 
 � � .  A���� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









133142
361231
013021

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







119100
354210
013021

'  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











'

119100
354210
6911401

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










119100
5314010

10525001
'  

'
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










119100
5314010

10525001
. 

9����� �������	�
�� $���� ��	�$�	��� ������� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

119
5314

10525
X . 

4. ��#*�#$��#� � $#����#(�#� ���#!��  
��!��#-$���#��� �����A� 

�������	��� �	������� �������. 

��#���� 2.6. 4��������� ������� 8 ����������� ����� � 
����%� �����, %���� �� ������������ A  �� ����� ���!. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� 0,A �  �������, $�� 8 
������-
��
�. 9�����	����, ��������� �� ������
���, $�� 8 – �������
-

�� �����"�. #���� ����� �� �������� 1,a�  2 ,a� ..., na�  ������� 	�-

��
�� �����������, �.�. ��
� �� ����� 	�
��
� ���������� $���� 
������.  

9����, 
�������, 

1 2 33 5 .a a a� 

� � �  
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9������� ����� � ������ ������ ������	���	� ������ ������, ��-

���

�� 
� –3, � ����� ������, ��
���

�� 
� 5, ��	�$�� ����-
��	���	� � ������ ������� 

1 2 33 5 0,a a a
 � �
�� � �  

������� ����
 
�	�. #�� ��� ��� �����

�
 �����������
��
 ��-
	�$�
� ������	���	� 
� ����
�	��� (��. �������� 6 ������	���-
	��), ����� 0,A �  $�� ���������$�� ��	����. A���, � ��
� �����-

� ������� ������
�. 

9���� ������ �����"� 8 
��������
�, �������, $�� .0�A  
'�������� �� ������
���, �������� 0.A �  7�� �� ��� ����	� (��. 
��������	����� ������� 2.5), 
��������

�� �����"� � ������� 
�	���
���
�
 �����������
�� 
�� �������� ���
� �������� � 
���
�$
�� �����"� 1. @ ��

�� �	�$�� ��$� ���� � �	������
 
�����������
��
: 

�) �������
���� �����; 
�) ��
���
�� ������ 
� $��	� 0;� �  
�) ������	�
�� � ��
�� �� ����� ������ ������, ��
���

�� 
� 

	���� $��	�. 
>�� ���
 ��� �	���
���
�
 �����������
��, � ���

� ��$��-

����
�� 
�	���� ������, ����� 
��������
 (� 
��������

�� ���-
��"� 
� ����� ���� 
�	���
 �����). '��������� ������ �� �����-
������
�� �), �), �), 
�����
� ���������, $�� ��� 	���� �� 
�
 ��-
����	���	� �������� ���
�� 
�	�. �	�������	�
�, E  = 0. /� ��� 

�������
�, ��� ��� ������	���	� ���
�$
�� �����"� ����
 1. 
9�	�$�

�� ���������$�� ��������� ��������	����� �������. 

���$��!�� 1. 4��������� ������� 8 ��������� ����� � 
����%� �����, %���� �� ������������ A  ����� ���!. 

���$��!�� 2. ? ����������� ������� �� 
���
����� ��-
������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9�����	����, $�� �������

�� �����-
"� 8 ����� �����
��. #���� 

8–18 = 1. 

9������  
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.11 �

 AA  

#�� ��� 0,A �  �� �� ���
���� � ���������$��, ������������� 

��� ��������
��. 

5. ��#�#� �%#�#* ���#-$���& #*����#� �����A� 

&� ��� �����	����� 
�������� �������� 
�
����
�� �����-

�� �����"�. /� ���
� ������� � (������ �	� A–1. 

�	� ��������� ���������� �����"� 8 ������� 3 � 3: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A . 

�������� 
���� �����"�  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�(

333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

A , 

��� Aij, ��� � ��
���, ����
�$��� �	������$����� ����	
�
�� �	� 
�	���
�� aij � ������	���	� A . &����"� 8* ���$
� 
������� ���-

���������� �	� 8. 

��#���� 2.7. 1
�� 0,A �  �� ������� 

 � �3A
A

Q *1
�  (2.32) 

������
� �������� ��� 8. 
� � � � � � � � 	 � � � � � .  /���
����� ���������, $�� AQ = E. A���� 

� �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�� (

333231

232221

131211

333231

232221

13121111

AAA
AAA
AAA

aaa
aaa
aaa

A
AA

A
AQ

T
. 
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9��������
�� ���
 �����", ������

�
 ������, ����
�$�� �����
-

� $���� # � �������, $�� .C A E�  ���������	�
�, ����$����� 
	���� �� �����
�	�
�
 �	���
��� �����"� #, 
�������, 
11: 


11 = a11 A11 + a12 A12 + a13 A13. 

9�	�$�

�� ����� ���� ���	���
�� ������	���	� A  �� ������ 

������ � ������ Ac �11 . @ �� �� ����� 	���� “
������
�	�
��” 
�	���
� �����"� # ����
 
�	�. /�������, 
12: 


12 = a11 A21 + a12 A22 + a13A23, 


� ���	��
�� ����� ���
� 
�	� 
� ��
���
�� �������� 7 ������-
	���	��. A���, �� �����, $�� C = A E, �	�������	�
�, 

.1 EEA
A

AQ ��  

#������ ������
�. 

������ 2.9. 9��������, $�� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

121
011
322

A  

��	����� 
��������

��, � 
���� �����"� A–1. 
' � � � 
 � � .  9������� ��� �����
������ ��������������� 

���	����: 

;01�
�A  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 1 0 1 1
1; 1; 1;

2 1 1 1 1 2

2 3 2 3 2 2
4; 5; 6;

2 1 1 1 1 2

2 3 2 3 2 2
3; 3; 4.

1 0 1 0 1 2

A A A

A A A

A A A


 

� � 
 � 
 � 
 � �


 


� 
 � � � � 
 � 


 


� � � 
 � � � 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�(

433
654
111

A ; � �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�(

461
351
341

T
A ; 

� �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�� (


461
351
341

11 3
A

A
A . 

6. ��"���� ������� n � n � %#�#+;L #*����#� �����A� 

'��������� �������	�
�� ������� n 	�
��
�
 ����
�
�� � n 

�������
���, ����

�� � �����$
�� ����  

 AX = B, (2.33) 

��� 8 – �����"� n � n, X – ���	��" 
�������
�
, B – ���	��" ���-
���
�
 $	�
��. 

9���� �����"� 8 ��	����� 
��������

��. K�
���� ��� $���� 
����
�
�� (2.33) �	��� 
� �����"� A–1. 9�	�$�� 

� � BAAXA 11 

 �  $ � � BAXAA 11 

 �  $ ,1BAEX 
�  

�	�  

 .1BAX 
�  (2.34) 

l����	� (2.34) ���� ���
����

�� ����
�� ������� (2.33) � 
�	�$�� 
��������

�� �����"� 8. 

%������, $�� ��	�$�

�� 
��� ������ ������ 
�
����
�� A–1 
�������
 ��	��� ��� 
���	���
 �
�$�
��
 n (������, ��� n = 2 
�	� 3). 9�� n > 3 ���� ������ ���
������ ���������� � ����
�-
������������. #���� �	� 
�
����
�� A–1 �����
����� ��� ��� �� 
����� B�����. 

*�
��� ���������� �	�$��, ����� !����	� (2.34) ���
������ 
�!!�����
��, � ���

�: ��	� 
��� ������ �
��� ������ ����
�
�� 
� ��
�� � ��� �� �����"�� �������, 
� � ���
��� ������� $����-
��, 
�������, ��� ���������
�� ����	� H��
����� (��. �	. 5). 
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7. ���!��# =������ $�& ������� n � n 

�	� �������
�� ������� ���������� �	�$�� n = 2. A���, ����� 
��
� ������� 

�
�
�

��
��

,
,

2222121

1212111

bxaxa
bxaxa

 

�	� � �����$
�� ������: 

 AX = B, (2.35) 

��� 

��
�

�
��
�

�
�

2221

1211

aa
aa

A ; ��
�

�
��
�

�
�

2

1

x
x

X ; ��
�

�
��
�

�
�

2

1

b
b

B . 

9�����	����, $�� �����"� 8 ��	����� 
��������

��: .0�A  
#���� ���������� �����
�� �����"� A–1, ���
�� 

A
1

��
�

�
��
�

�

2212

2111

AA
AA

. 

@ ���� �	�$�� �	� 
�
����
�� ����
�� ����� �����	��������� 
����
���
��� (2.34): 

��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�� 


2

1

2212

21111 1
b
b

AA
AA

A
BAX , 

�.�. 

� �2211111
1 bAbA
A

x �� , 

� �2221212
1 bAbA
A

x �� . 

9�	�$�

�� ������
�� �	� 
�������
�
 ��������� �
�����-

�� �
��������"��. '��������� 
����� � �����"�� 8 ��� ��� 
�����"�: 
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��
�

�
��
�

�
�

222

121
1 ab

ab
A ; ��

�

�
��
�

�
�

221

111
2 ba

ba
A  

– ������ �� 
�
 ��	�$����� �� 8 ����
�� ���������������� ���	�-
"� ���	�"�� 2. #���� ����� �����: 

2221111 AbAbA ��  

(���	���
�� ������	���	� 1A  �� ������� ���	�"�) �  

2221212 AbAbA ��  

(���	���
�� �� ������� ���	�"�). #���� �������, 

A
A

x 1
1 � ; 

A
A

x 2
2 � . 

/�����

�� !����	� 
���� 
����
�� �����	� 7������ �	� 
������� 2 � 2. E
�	���$
�� ����� ���
� ��	�$��� �����	� 7��-
���� �	� ������� n � n. A���, �������	��� �	������� �������. 

��#���� 2.8 (%��!��# =������ $�& ������� n � n). )�
�� 
���� 
�
���� AX = B �� n �������� ��������� 
 n ������
�����. 
1
�� 0�A , �� 
�
���� ����� ����
������� ��
����: 

 ,,,, 2
2

1
1 A

A
x

A
A

x
A
A

x n
n ��� �  (2.36) 

��� 8i �������� �������, ���������! �� 8 ������� i-�� 
������ 

������� 2 (i = 1, 2, ..., n). 

9����	� 7������ ����� ������ �������$�����, $�� ������$�-
����, �
�$�
��, ��� ��� �	� 
�
����
�� x1, ..., xn ��������� ��$��-
	��� n + 1 ������	���	�� A , 1A , ..., nA , $�� ��� �������$
� 
��	���
 n ��	����� ���������� ��	��. 

���$��!��.  $��������� 
�
���� n � n 
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89 = 0 

����� ��������� ��
���� ����� � ����%� �����, %���� A  = 0, �.�. 
%���� ������� 8 – �����������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� ������� ����� 
�
�	���� ����-

��, �������, $�� A  = 0. >�	� �� ��� ��	� 
� ���, �� �� �����	� 
7������ ������� ��	�
� ��	� �� ����� ���
����

�� ����
��  
9 = 0, $�� ���������$�� ��	����. 

9���� A  = 0. #���� �����"� 8 �������
�. +�� ��
�$���, $�� 
�� ��
� ��
��� n ($��	� 
�������
�
). �	�������	�
�, ������� 
����� 
�
�	���� ����
��. #������ ������
�. 

������ 2.10. '����� ������� 	�
��
�
 ����
�
�� 

�
�

�
�

�

���
���
���

.10334
,9434
,10743

zyx
zyx
zyx

 

' � � � 
 � � .  @�$��	�� �	��
�� ������	���	� ������� 

.5627164121212
134
341
413

|| 
�


����A  

#�� ��� ,0|| �A  ������� ����� ���
����

�� ����
��. /����� 
��� �� �����	� 7������. 

A���� 

,840
13103
3494
41107

|| 1 
��A  ,560
11034
3941
41073

|| 2 
��A  

.728
10334
9441

10713
|| 3 
��A  



 97

*����� 

;15
56

840
�






�x  ;10
56

560
�






�y  .13
56

728
�






�z  

§ 2.5. ���#*��/#!���� )##�$���� !�)�#��  
%�� /����� *�/��� 

@ ���� �������!� �� ����	����� �����$
�� ����
�$�
�� �	� 
������� ������ !����	, ���
������
 ��� ����
��� � ������
�� 
�������
���� V �� ��
��� ������ � �������. 

9���� dim V = n �  

 neee ���� ,,, 21  (2.37) 

– �����-	��� ����� � V. 7����� ������ x�  ����� � ��

�� ������ 
������
��� x1, x2, …, xn: 

 .2211 nnexexexx �����
����  (2.38) 

D���� ���
����� 
���
�������� � ����
��� �� ��

��� ������ 
(2.37) � 
����� ������ 

 .,,, 21 neee ��� ����  (2.39) 

@ 
���� ������ ������ x�  ����� 
�������� ������
��� 
nxxx ��� ,,, 21 � : 

 1 1 2 2 .n nx x e x e x e� � � � � �� � � �
� � � ��  (2.40) 

/�� �
�������� ������: ��� �����
� ������
��� ������� x�  � 

���� ������ (2.39) � ������
����� ���� �� ������� � ��
��
�� 
������ (2.37).  

�	� ��������� ���������� �	�$�� n = 3. 7����� ������ 
����� 
������ 321 ,, eee ��� ���

 ��������� ���	���
�� �� �������� ��
��
��� ��-
���� 321 ,, eee ���

: 
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.
,
,

3332231133

3322221122

3312211111

epepepe
epepepe
epepepe

����
����
����

����
����
����

 (2.41) 

@����� � ���������
�� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

333231

232221

131211

ppp
ppp
ppp

P , 

���	�"� ������� ������������� ���	���
�� �������� 321 ,, eee ��� ���
. 

#���� !����	� (2.41) ���
� �������� � ���� �����$
��� ����
���� 

 � � � �Peeeeee 321321 ,,,, ������
����  (2.42) 

�	�, ��� ����$�: 

 By = BP, (2.43) 

��� � �1 2 3B e e e�
� � � , � �1 2 3B e e e� � � ��

� � �  – �����"�-������. &����"� P 

��������� �������� �������� �� ����
� (2.37) % ����
� (2.39). 

A���	���� !����	� (2.43), ������ 
�����
� ������ ������	�
-

�� ����$�. �	� ����� ��������� !����	� (2.38) � (2.40) � ���-
��$
�� ����: 

 � � � �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

����
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

321

3

2

1

321 ,,,,
x
x
x

eee
x
x
x

eeex ������� . (2.44) 

@����	���������� (2.43), ������ ��	�$�� 

 � � � �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

321

3

2

1

321 ,,,,
x
x
x

Peee
x
x
x

eeex ������� . (2.45) 
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9����	��� ������
��� ������� x�  ������	�
� ��
��
�$
�, �� ��-
��
���� (2.45) �����  

 X = PX�, (2.46) 

��� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

x
x
x

X  � 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

��

3

2

1

x
x
x

X  

– ���	�"� ������
�� ������� x�  � ��
��
�� � 
���� ������
. 
9������� ����, ���$�� ����� �	� 	����� n. >�	� !����	� ��-

��
��� �� ��
��
��� ������ � 
����� ������ ����� ��� 

By = BP, 

�� !����	� �����������
�� ������
�� ��������� � ���� �����$-

��� ����
���� 
 .XPX ��  (2.47) 

'���������, ���
� �������� � ������
�� 
���
 ������
�� $���� 
������, �������� ����
�
�� (2.47) ��
�����	�
� X�: 

 .1XPX 
��  (2.48) 

&����"� P–1 ����������, �����	��� �����"� P 
��������

��: �� 
���	�"� ������������� ���	���
��� 	�
��
� 
���������
 �������� 

neee ��� ���� ,,, 21  �� ������ 1 2, , , ,ne e e� � ��  � ������ 	�
��
� 
���������. 

������ 2.11. @ �������
���� �2 ��
� ��� ������ B � By, ��-

������� �����������

� �� ��������: 

� � � �1 21, 2 , 2,1 ;e e� �
� �  

� � � �1 211,16 , 5, 7 .e e� �� �  

/���� �����"� ����
��� �� ������ B � ������ By � ������	��� ��-
����
��� ������� � �1,4
�x�  � ������
 B � By. 
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' � � � 
 � � .  &����"� ����
��� �� ������ B � ������ By 
�����, 
����� �����$
�� ����
�
�� 

 P��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
12
21

716
511

 (2.49) 

� ������������ � (2.43). A� ����
�
�� (2.49) ��	�$�� 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�






���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
�




12
37

716
511

12
21

3
1

716
511

12
21 1

P . 

7�����
��� ������� x�  � ������ 
����� �� ����
���� 

� � ��
�

�
��
�

�

���

�

�
��
�

�
�
�

��
1
4

2

1
21 x

x
ee �� , 

������  

��
�

�
��
�

�



���
�

�
��
�

�

��
�

�
��
�

�






���

�

�
��
�

�

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
�
� 


25
11

1
4

1116
57

3
1

1
4

716
511 1

2

1

x
x

. 

/���
�", ������
��� ������� x�  � ������ B 
�����, ����	���� !��-
��	� (2.47): 

��
�

�
��
�

�



���
�

�
��
�

�

��

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
3
2

25
11

12
37

2

1

x
x

. 

*����� ��� ����� !����	� ����
� ������
�� � �	�$��, ����� 
��� ������ B � By �����������������. �!����	����� ���������-
������ ��������
��. 

���$�#-����.  &�� ����������������� ����
�� B � By ���-
���� �������� P ������
� �������������. 



� � � � � � � � 	 � � � � � .  9����	��� ��� ������ B � By ����
����-
����

��, ����	
����� ����
���� 

 BT B = ByT By= En, (2.50) 

��� En – ���
�$
�� �����"� ������� n. 9����
�� �����"�� ���
�-
��
�����
�� � !����	� (2.43) ����
��� � 
����� ������: 

ByT = PTBT. 

��	�� 

ByT By = PTBTBP = PTEnP = PTP, 

��� $�� ���	��
� (2.50) 

,n
T EPP �  

$�� ���������� ��������
��. 



 102

 
����� 3  

=
����=��
� O���� 

§ 3.1. ��,�*���(��)�& '#��� )#�%��)��#,# (���� 

1. 
%��$������ )#�%��)��#,# (���� 

&
������� ���������	�
�
 $���	 ������
� «��$�� ����	�
�» 
�� ��
���
�� � ��	���
���� �	������$����
 �����"��. �����, 
���
����, ���������
�� � ��
���
�� ���������	�
�
 $���	 ��	�-
���� ���������	�
�� $��	��. *�
��� ���������� ��
� ���	�$�
�� 
– ���	�$�
�� �������
��� ���
� ������	�
� 	��� �	� ��	�����	�-

�
 $���	. @ ����	����� � ��
�
 �������
�
 ����
�
�� ���������� 
��� ���
�, � �����
 – ���
 ����
�, � ������
 – 
�� ���
��. 9��-
������� �������
�� ����
�
��, 
����������� � ���������	�
�
 
$��	�
, ����� ��� 
 .012 ��x  (3.1) 

9��������� ������ 
� 
���� �	� ���� ��$�� ���
��: ����� �$�-
����, $�� ����
�
�� (3.1) 
� ����� ��	� ���������, 
� ��� ����
� 

� ��	����� ���������	�
�� $��	��, � ��������	��� ����� �����-�� 

���� $��	�. *���
�$�� ��� $��	� �����	�� i. A���, �� ������ 

���� $��	� i, �������� ����������� 
����$
�� ��������: 

 .12 
�i  (3.2) 

A	�, ������� �	�����, 
 .1
�i  (3.3) 

#�����, ������ ���������	�
�
 $���	, ����
�$����
, ��� 
���$
�, �, b, c � �.�., � 
�� ������� 
���� $��	� i. /������ ��� ���-
��� ��������. 
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J���� �$�����, $�� �
���� ���
�"� ���
� ��
����� � ��	�-
������ � ���������	�
��� $��	���. 9�	�$������� � ����	����� 
$��	�, �.�. $��	� ���� 
 ,biaz ��  (3.4) 

��� a � b – ���������	�
�� $��	�, ����� 
������� %�����%
���� 
��
����. 9�� ���� a 
������� ���
���������� ��
��!, � b – ���-
��� ��
��!1 ����	���
��� $��	� z. ���������	�
�� $���� ���-
�	���
��� $��	� z ����
�$��� Re(z) (�� !��
"������� �	��� reel – 
«���������	�
��»), � �
���� – Im(z) (�� imaginaire – «�
����»). 
/�������,  

Re (l + 3i) = 1, Im (l + 3i) = 3. 

>�	� Im (z) = 0, �� $��	� z – ���������	�
��; ��	� Re (z) = 0, �� 
$��	� z ����� ��� bi � 
��������� ������. 

&
������� ���
 ����	���
�
 $���	 ����
�$����� ������ �.  

2. 
%���A�� ��$ )#�%��)����� (������ 

E	������$����� �����"�� �	���
��, ��$���
��, ��
���
�� � 
��	�
�� ����	���
�
 $���	 ����	
����� �
�	���$
� ���������-
������ �����"��� 
�� �
���$	�
���. 9���� ,111 ibaz ��  

ibaz 222 ��  – ��� ����	���
�
 $��	�. #����  

� � � � ,)()( 2121221121 ibbaaibaibazz ���������  

��������
 2
21212121221121 ))(( ibbiabibaaaibaibazz  

� � � � .12212121 ibababbaa ��
�  

#���� �������, ����� � ���������
�� ����	���
�
 $���	 ��$��-
	����� �����������

� �� !����	��: 

 � � � � ,212121 ibbaazz �����  (3.5) 

 � � � � .1221212121 ibababbaazz ��
�
  (3.6) 
                                                        

1 A
���� �
���� $����� 
������� bi. 
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#��, 
�������,  
,7)42()35( iii 
�
��  

.74)2()23( iii ����  

%������, $�� $���
�� �	�$��� !����	� (3.6) ��	����� �	�-
������ �����	� ��
���
�� ���������	�
��� $��	� a1 
� ���-
�	���
�� $��	� z2 
 .212121 ibaaaza ��
  (3.7) 

*����"�� �	���
�� � ��
���
�� ��	����� �	�������� ����-
������: 

1) ;zwwz ���  
2) ;zwwz 
�
  
3) );()( vwzvwz �����  
4) );()( vwzvwz 

�

  
5) vwvzvwz 
�
�� )(  

�	� 	���
 ����	���
�
 $���	 z, w, v. 


%��$������.  4�����%
��� ��
�� bia 
  ��������
� �����-
������ 
 ��
��� .biaz ��   

�������

�� $��	� ����
�$����� $����� ����
�  

 .biabiaz 
���  (3.8) 

*$����
�, $�� .zz �  9������ ���� ����	���
�
 $���	 z  � z  
�-
������ ������� 
�����������.  

:���(���� 1. 7���	���
�� $��	� z, ����	���������� ��- 
	���� 

  ,zz �  (3.9) 

��	����� ���������	�
��, � ��	����  

 zz 
�  (3.10) 

– �
����. 
*������, $�� ����� � ���������
�� �������

�
 ����	���-


�
 $���	 ��	����� ���������	�
��� $��	���, � ����� ��	� 
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� � � � .)(,2)( 22 babiabiaabiabia ��
��
��  

@���	
����� �	������� �������� �����"�� �������
��: 

 ,2121 zzzz ���  (3.11) 

 ,2121 zzzz 
�
  (3.12) 

 .2121 zzzz 
�
  (3.13) 

:���(���� 2. /����
��, $�� ���
� �������
��� ����
�
��  

02 ��� cbxax  

��$��	����� �� !����	��  

 
a

Dbx
a

Dbx
2

          ;
2 21




�

�

� , (3.14) 

��� .42 acbD 
�  >�	� ,0)D  �� !����	� (3.14) ���
� �������� 
���: 

 .
22

          ;
22 21 i

a
D

a
bxi

a
D

a
bx 







�



�



�  (3.15) 

#���� �������, ����
��� �������
��� ����
�
�� � ���������	�-

��� ���!!�"��
���� � �	�$��, ����� ��������
�
� ��
��� 
�	�, 
��	����� ���� �����
� �������

�
 ����	���
�
 $���	. A, �	���-
����	�
�, 
� �
������� ����	���
�
 $���	 	���� �������
�� 
����
�
�� ����� ����
��. 

9�� $���
�� 
2

1

z
zw �  ����	���
�
 $���	 1z  � 2 ,z  ��� �� ��� � 

�	� ���������	�
�
 $���	, ��
������� ����� ����	���
�� $��	� w, 
$��  

2 1.z w z
 �  

K�
���� ��� $���� ����� ����
���� 
� �������

�� $��	� 2 ,z  �����  

2 2 1 2.z z w z z
 �  
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D��	� 2 2 ,z z  ��� ����$�	��� ����, ��	����� ���������	�
��. K�-

���� ��� $���� ���	��
��� ����
�
�� 
� $��	�, �����
�� 22zz  
(�����	� ��
���
�� ����	���
��� $��	� 
� ���������	�
�� ����-
��	����� !����	�� (3.7)), ��	�$�� 

 1 2
1 2

2 2 2 2

1 .z zw z z
z z z z

� �  (3.16) 

9�	���� ibazibaz 222111 , ����  (z2 � 0), �� (3.16) 
�
���� 
!����	� �	� $���
��� ���
 ����	���
�
 $���	  

 .2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1 i
ba

baba
ba

bbaa
z
z

�



�
�
�

�  (3.17) 

:���(���� 3. A� (3.17) �������� �	������� �������� �����-
"�� ��	�
�� ����	���
�
 $���	 

 1 1

2 2

.z z
z z

� �
�� �

� �
 (3.18) 

������ 3.1. @�$��	��� 3 6 .
2

i
i



�

 

' � � � 
 � � .  K�
���� $��	���	� � �
���
���	� ����� 
� $��-
	�, �������

�� � �
���
���	�, ����� 

.6,06,0
14
33

)2)(2(
)2)(1( ii
ii
ii


�
�



�

�


  

§ 3.2. ���,#�#�����(��)�& '#��� )#�%��)��#,# (���� 

1. ��#�����(��)#� �/#*��-���� )#�%��)���� (���� 
>�	� �	� ��������
�� ���������	�
�
 $���	 ����	������� 

��$�� $��	���� ������, �� ��������
���� ����	���
�
 $���	 
�	���� ��$�� ������
��
�� �	�������. 
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@����� 
� �	������� ��������	�
�� ��������� ������� ����-
��
�� $��. #���� ������� ����	���
��� $��	� z = a + bi ����� 
����$��� ��$�� � ������
����� (a, b). +�� ��$�� $��� ����� ���-
�
�$��� ��� �� ������ z, $�� � ���� $��	�; ������ �	�� «$��	� z» 
������� «��$�� z». 

9�� ����� ������� ��������
�� ����	���
�
 $���	 	����� ���-
������	�
��� $��	�, �.�. $��	� ���� a + 0i, ����$��� ��$�� (�; 0), 	�-
����� 
� ��� $�. 9�� ���� ���
���� � ��� ������
��� ������� 
��������
�� ���������	�
�
 $���	 ��$���� $��	���� ������ �. @ 
����� � ���� ��� $� 
������� ���
���������� �
�!. 7���	���
�� 
�� $��	�� ���� 0 + bi («�
����») ����$��� ��$�� (0; b) ��� $�; �� 
���� ���$�
� ��� $� 
������� ������ �
�!.  

9	�������, ��$�� ������� �����

�� ���� ������� �
������-
�������� ��� ��������
�� ����	���
�
 $���	, 
��������� %��-
���%
��� ���
%�
��!.  

2. �#$��; � ��,����� )#�%��)��#,# (���� 

/����� � �
��������"��� ����	���
�
 $���	 ��� ��$�� �	��-
����� �����
����� � ������ – � ���� �������� �������
���� �2 

(�������� �	�������). 7������ ����	���
��� $��	� biaz ��  ���-
����� � ������������ ������ � � 2, .z a b� #

� �   

a 

b 

�*

z 

 

���. 3.1 

9����������� ����� �
��������"�� ���	�$����� � ���, $�� �����-
"�� 
�� ��������� � 2�  ���	�����
� � �����"���� �	���
�� ���-
�	���
�
 $���	 � ��
���
�� 
� ���������	�
�� $��	�. �������-
��	�
�, ����� ����	���
�� $��	�� ibazibaz 222111 , ����  ����-
��������� ������� � �111 , baz �

�  � � �222 , baz �
� . #����, ��� ��� �	���-

�� �� (3.5) � (3.7), ����� 21 zz �  ����� ��������������� ������ 
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� �1 2 1 2 1 2, ,a a b b z z� � � �
� �  � ���������
�� 1z�  
� ���������	�
�� $��	� 

a – ������ � �1 1 1, .aa ab a z� 

�  


%��$������.  &���� ��%���� ,z�  
������
���!���� %��-
���%
���� ��
�� ,z  ������!� ������� ����� ��
�� .z  ?��� �  
����� ��%����� z�  � ������������� ������������ �
� $x ����-
��!� ��!����
�� %�����%
���� ��
�� .z   

&���	� ����	���
��� $��	� z  ����
�$��� ,z  � ������
� – Arg z.  

>�	� ,0�z  �� ,0�z  � Arg z 
� ������	�
.  

E�����
� ����	���
��� $��	� ������	�
 � ��$
����� �� 
. ,2 Zkk #+  %
�$�
�� ������
��, ���	�$�

�� � ���������� 

],;( ++
  ����
�$����� arg z � 
��������� ������� ��������� ����-
�����.  

9���� biaz ��  – ��	�$
�� �� 
�	� ����	���
�� $��	�. A� ��-
����	�
�� �	�����, $�� 

 .|| 22 baz ��  (3.19) 

 . 
||

sin  ,
||

cos
z
b

z
a

�� ��  (3.20) 

:���(���� 4. >�	� z – ���������	�
�� $��	�, �.�. ,0 iaz 
��  �� 

.0|| 22 aaz ���  

#���� �������, ��
���� ����	� ����	���
��� $��	� ��	����� 
������
��� ��
���� ����	� ���������	�
��� $��	�. 

:���(���� 5. D��	� arg z ����� ���
� �$����� ������
��� 
������
��� ��
����, � ���

� ��
���� ���%� ���
����������� ��
-
��. @ ����� ��	�, 
� ���������	�
�� ��� $� �� 
�$�	� O ��
���� 
��� 	�$�, ������� �� ����$��� �
����� + � –. /� ����	���
�� �� 
�	������� �� 
�$�	� ������
�� ���
� �������� 
� ���, � ���$��-
	�

�� �
������� 	�$��; $���� ���	�$��� ��� 	�$�, �� �������-
���� ������� �� 
�
 ������	�

�� �
�$�
�� ��	� .arg z��  
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3. 
%���A�� ��$ )#�%��)����� (������  
! ���,#�#�����(��)#� '#��� 

9���� biaz ��  – ��	�$
�� �� 
�	� ����	���
�� $��	�. #���� 
�� (3.20) ��������, $��  

.sin,cos �� zbza ��  

�	�������	�
�,  
 � ��� sincos izz �� . (3.21) 

#���� !���� ������ ����	���
��� $��	� 
��������� ����������-
����
%��. 

������ 3.2. 9���������� � �����
������$����� !���� $��	� 
31 iz �� . 

' � � � 
 � � . @�$��	�� ����	� :z  .231 ���z  #���� 

�
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
�
�

�
����

3
sin

3
cos2

2
3

2
1231 ++ iiiz . 

:���(���� 6. A� (3.21) �	�����, $��  

 � �)sin()cos( �� 
�
� izz . (3.22) 

#����
������$����� !���� ����
� ����	������� �	� ����	-

�
�� �����"�� ��
���
�� � ��	�
�� ����	���
�
 $���	. 

���������	�
�, �����  

� �1111 sincos �� izz �� , � �2222 sincos �� izz ��  

– ����	���
�� $��	�, ����

�� � �����
������$����� !����. #�-
���, ���
���� �� �
���
�� (3.6), ��	�$�� 

� �)sincoscos(sin)sinsincos(cos 212121212121 �������� ��
�
 izzzz . 

�	�������	�
�, 

 � � � �� �21212121 sincos ���� ����
 izzzz . (3.23) 
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l����	� (3.23) ���� �����	� ��
���
�� ����	���
�
 $���	 � ���-
��
������$����� !����: ��� ��������� z1 �� z2 ������ ���� ��
�� 

������ �����������, � ��������� 
������. 

A���	���� ����� ��������$����� �
���"��, ���
� ������-
����
��� !����	� (3.23) 
� 	���� $��	� � ���
�����	��: 

 � � � �� �nnnn izzzz ���� ������

 ���� 1111 sincos . (3.24) 

*�������� ������ � ��	�
�� ����	���
�
 $���	. 9���� z1 � z2 
����
� � �����
������$����� !����:  

� �1111 sincos �� izz �� , � �2222 sincos �� izz �� , 

���$�� 02 �z . #���� �� (3.16) 
� ��
���
�� (3.22) � (3.23) ��	�$�� 

 � � � �� �2121
2

1

2

1 sincos ���� 
�
� i
z
z

z
z . (3.25) 

#���� �������, ��� ���������� ��
����� 
2

1

z
z  
������ ������ ��
-

�� z1 ��������� �� ������ ��
�� z2, a �� ��������� ��
�� z1 ��-
��
�� �������� ��
�� z2. 

D���� ��$��	��� �-� �����
� ����	���
��� $��	� z, ��	���� 
� (3.24) zzzz n ���� �21 , � ����� 

 � ��� ninzz nn sincos �� , (3.26) 

�	� 

 � �, - � ����� ninziz nn sincossincos ��� . (3.27) 

+�� !����	� 
��������� (������� '�����. 

������ 3.3. @�$��	��� .
1

1 20

�
�
�

�
�
�

i
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' � � � 
 � � . /����� �����
������$����� !���� $��	� 
1

1



�
i

z . 

A���� 
� �

� �� �
�

�



�

�
�


�
�



� ii

ii
i

i
z

2
1

2
1

2
1

11
1

1
1  

�
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
�
�

�


�

4
5sin

4
5cos

2
2

2
2

2
2

2
2 ++ ii . 

#���� �� !����	� &����� 
�
���� 

� �
1024

125sin25cos2
4

100sin
4

100cos
2
2 10

20
20 
����

�
�

�
�
� ���

�

�
��
�

�
� 
 ++++ iiz . 

4����� n-� 
������ �� ����	���
��� $��	� z 
��������� ���-
�	���
�� $��	� �, �����, $��  
 .zun �  (3.28) 

9����  
� � 0sincos ��� �� izz , � ��� sincos iuu �� . 

A� ��	���� (3.28), ����	���� !����	� &�����, 
�
���� 

� � � ����� sincossincos izninu n ��� . 

*����� �	�����, $�� 

zu n � , .  ,2 Zkkn #�� +��  

A� ������� ����
���� 
�
����  

,n zu �  
�� ������� 

.  ,2 Zk
n

k
#

�
�

+��  
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#���� �������, ���
� n-� �����
� ��$��	����� �� !����	� 

 .,2sin2cos Zk
n

ki
n

kzz nn #��
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� �

�
+�+�  (3.29) 

&���� ����������, $�� ��� !����	� (3.29) ���� ���$��	�

�� 
�
������� �
�$�
�� n z  (�����	��� k – 	���� "�	�� $��	�). @ 
���������	�
���� ��, ��� ��� ������
� ������	�
 � ��$
����� �� 

, ,2 Zkk #+  �� �	� n z  ������� ���
� � ���	�$
�
 �
�$�
��, � $��-
�� ��	�$��� ��� �
�$�
��, �������$
� � ������ $���� !����	� 
(3.29) ��	����� k ���
�� 0, 1, 2, ..., n – 1. 

:���(���� 7. A� (3.29) �	�����, $�� ��$��, ��������������� 
�
�$�
��� ,n z  �����	���
� 
� �����
���� ������� n z  � "�
-
���� � 
�$�	� ������
�� � ��	�� �����
���� 
� n ���
�
 $�����. 

������ 3.4. '����� ����
�
�� .646 �x  

' � � � 
 � � . K ��

��� ����
�
�� 
� �
������� ����	���
�
 
$���	 ���������� 6 ���
��. D���� �
 
����, ���������� 64 � �����
�-
�����$����� !����, ����� 64 = 64(cos 0 + i sin 0). 

#���� 

,5,,1,0,
3

sin
3

cos2
6
20sin

6
20cos646 ���

�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� �

� kkikkikxk
++++  

�. �. 
  � � ,20sin0cos20 ��� ix  

  ,31
3

sin
3

cos21 iix ���
�
�

�
�
� ��

++  

  ,31
3

2sin
3

2cos22 iix �
��
�
�

�
�
� ��

++  

  � � ,2sincos23 
��� ++ ix  

  ,31
3

4sin
3

4cos24 iix 

��
�
�

�
�
� ��

++  

  .31
3

5sin
3

5cos25 iix 
��
�
�

�
�
� ��
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§ 3.3. ��#,#(���� ! )#�%��)��#� #*����� 

1. ��#���� # ��+���!#!���� )#��& 

/����
��, $�� ��
��
�� ���$�
�� �����
�� ����	���
�
 $�-
��	 ���	���	 ��� !���, $�� 
� ������ �������
�� ����
�
�� ���
� 
������, ��������� � ��	���� ���������	�
�
 $���	. 7���	���
�� 
$��	� ��	
����� �
����� ��� ����
����. 7�� ��	� ������
� ����, 
	���� �������
�� ����
�
�� � ���������	�
��� ���!!�"��
���� 
��������� � ��	���� ����	���
�
 $���	. 

>�������

�, ���
����� ������ � ������������ ����
�
��, ���-
��
� ������
 ����, $�� ���
, � 	����� ����	���
��� ���!!�-
"��
����. *����������, $�� �	� ����
�� ����
 ����
�
�� ����� 
�������$
� ����	���
�
 $���	. �������	��� �	������� �����-
���
��: 

��#���� 3.1 (#��#!��& ��#���� ��,�*�� )#�%��)���� (�-
���). ?�������� 
 ,01

1
1 ����� 




nn

nn azazaz �  (3.30) 

��� n – �!��� ����������� ��
�� � �1, ..., �n – %�%�� ������ %��-
���%
��� ��
��, ����� ���� �� ���� %�����%
��� %�����. 

��������	����� ���� ������� �������
� � ���	���
��. 

2. ��/�#-���� ��#,#(���� � )#�%��)����� )#I''�A�������  
�� �������� ��#-����� 

9���� 
 nn

nn azazazzf ����� 




1
1

1)( �  (3.31) 

– �
���$	�
 �����
� n � ����	���
��� ���!!�"��
���� �1, ..., �n � 
������� ���!!�"��
���, ���
�� 1. ���	��
� ������� 3.1 f(z) ���-
�� 
�������� ����	���
�� ����
� w1. 7�� ������
� �� ����� �	-
�����, ������ �	�����, $�� f(z) ��	���� ��� ������� 
� z – w1, �.�. 

f(z) = (z – w1) f1(z), 

��� f1(z) – �
���$	�
 �����
� � – 1 (�� ������� ���!!�"��
��� 1). 
9����
�� ����� �� ��������
�� � �
���$	�
� f1(z), ��	�$�� 
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f1(z) = (z – w2) f2(z), 

�, �	�������	�
�, 
f(z) = (z – w1) (z – w2) f2(z), 

��� f2(z) – �
���$	�
 �����
� � – 2 (�� ������� ���!!�"��
��� 1). 
9����	��� ���������� ��� ��, ��	�$�� 

f(z) = (z – w1) (z – w2) … (z – wn) fn(z), 

��� fn(z) – �
���$	�
 �����
� 0 �� ������� ���!!�"��
��� 1, �.�. 
fn(z) = 1. A���,  
 f(z) = (z – w1) (z – w2) … (z – wn). (3.32) 

&� ������	� �	������� �������. 
��#���� 3.2. '�������� f(z) 
������ � 
 %�����%
���� %��(-

(��������� � 
� 
���
�� %��((��������, ������ 1, ���������-

� � ������������ � ���������� ���� z – w. 

:���(���� 8. @ �	�$��, ����� ������� ���!!�"��
� �
���-
$	�
� f(z) ����
 ������-�� $��	� a (
� ���
��� 1), �����  

 f(z) = a(z – w1) (z – w2) … (z – wn). (3.33) 

��#���� 3.3. )���
�������� ���������� f(z) � ���� ���������-
��� (3.31) ����
������ 
 �����
��! �� ����
�����%� 
������-
�����. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� ����� ����� ����
����  

 (z – w1) (z – w2) … (z – wn) = (z – v1) (z – v2) … (z – vn). (3.34) 

9�� z = w1 	���� $���� (3.34) ���������� � 
�	�; �	�������	�
�, 
���
� 
�	� � ������ $����. +�� ��
�$���, $�� �����-�� �� $���	 v1, 
v2, …, vn ���
� w1. 9����, 
�������, w1 = v1. �������� ��� $���� 
����
���� (3.34) 
� z – v1, ��	�$�� 

(z – w2) … (z – wn) = (z – v2) … (z – vn). 

��	�� ��$
� ��� �� �������, $�� w2 ���
� ��
��� �� $���	 v2, …, vn 
� �.�. 9����	��� ��� ��������
��, ���	�$���, $�� 
���� $���	 w1, 
w2, …, wn 	��� �������� ��	�$����� �� 
����� $���	 v1, v2, …, vn. 



 115

7����� �� $���	 w1, w2, …, wn � ����
���� (3.33) ��	�����, �$�-
���
�, ���
�� �
���$	�
� f(z). *����
�, 	���� ����
� f(z) �����-
���� � ��
�� �� $���	 w1, w2, …, wn � ����
���� (3.33). �������-
��	�
�, ��	� w – ����
� f(z), �� ��� wz �  �� ����
���� (3.34)  
�	����� 

0 = (w – w1) (w – w2) … (w – wn), 

�.�. $��	� w ���
� ��
��� �� $���	 w1, w2, …, wn. 

3. ����� )����#���� !��� )#���� ��#,#(���� 

@ ���	���
�� (3.33) 
�������� �� �
�����	�� ����� ��������� 
���
�������. 9��������
�� ���
�����
 �
�����	�� z – wi ���
� 
�������� � ���� �����
� (z – wi)k. @ ����	����� ���
���� � ����
��-
�� ���� 
 ,)()()()( 21

21
sk

s
kk vz  vz vz  zf 
.

�  (3.35) 

��� $��	� v1, v2, …, vs �����
� ���	�$
�. 9�� ����, ����������, 
����	
����� ����
���� 
 ,21 nkk k s ���� �  (3.36) 

�����	��� $��	� ���
 �
�����	�� � ������ $���� ����
���
�� 
(3.35) ���
� �. 


%��$������.  4����� w ���������� f(z) ��������
� ������ 
���
���

 k, �
�� f(z) �����
� 
� (z – w)k, �� �� �����
� 
�  
(z – w)k+1. 

���	��
� ����� ������	�
�� ����
���� (3.35) ��
�$���, $��, 

�������, ����
���� ���
� v1 ���
� k1. ���������	�
�, ��� ������-
���� ��� ����
����, f(z) ��	���� 
� ,)( 1

1
kvz 
  � �
���$	�
 

sk
s

k
k  vz    vz 

vz
zf )()(

)(
)(

2

1
2

1


.
�



 

��� 
� ��	���� 
� 1
1

1)( �
 kvz  (� ������
�� �	�$�� ���� �
���$	�
 
��� 1vz �  ������	�� �� � 
�	�, � ��� ���������$�� ����, $�� 

svvvv �� 121 ,,� ). 
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'���
���� (3.36) ����� ���� ������ «���$���
�» �	������� 
�������: ����� ����
����� ���
 ���
�� �
���$	�
� ���
� �����
� 
�
���$	�
�. *��$
� ��� ��������
�� !����	������� � ���� �	�-
������ �������. 

��#���� 3.4. 5�
�� %�����%
��� %����� ���������� f(z) ����� 

������ ����� ����������, �
�� %����� %����� 
������ 
����%� 
���, %�%��� ��� %�����
��. 

/�������, �
���$	�
 )1()1()( 3 �
� zzzf , �����
� �������� 
���
� 4, ����� ����
� 1 ����
���� ��� � –1 ����
���� ���
. 

4. ��#,#(���� � $����!����;���� )#I''�A������� 

�����.  )�
�� f(z) – ��������� 
 ���
����������� %��((�-
��������. 3���� 
���������� 
����!��� �����
���: 

 )()( zfzf � . (3.37) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� n
nn azazazf ���� 
 �1

10)( . #�� 
��� ���!!�"��
�� naaa ,,, 10 �  ��	����� ���������	�
��� $��	�-
��, ��  

nn aaaaaa ���   ,,  , 1100 � . 

K$������ ���, 
� ��
���
�� ������� �������

�
 $���	 (3.11) , 
(3.13) ��	�$�� 

���������� 









nn
nn

nn
nn azazazaazazazazf 1

1
101

1
10)( ��  

.)(1
1

101
1

10 zfazazazaazazaza nn
nn

nn
nn ����������� 








 ��  

H���� ������
�. 
7�� ����$�	��� ����, ��	� ��������
�
� �������
��� ���
-

$	�
� � ���������	�
��� ���!!�"��
���� ��
��� 
�	�, �� ��� 
����
��� ��	����� ���� ����	���
� �������

�
 $���	. *������-
����, $�� ��� ��������
�� ����� ���� ������
� 
� �	�$�� �
���-
$	�
�� �������	�
�� �����
�. 
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/�����������

� �� ��

�� 	���� �������� �	������� �����-
���
��. 

��#���� 3.5. 1
�� %�����%
��� ��
�� w ������
� %����� ���-
������� f(z) 
 ���
����������� %��((���������, �� 
�������-
��� ��
�� w  ��%�� ������
� %����� ����� ����������.  

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� w – ����
� �
���$	�
� f(z), �.�. 
f(w) = 0. #���� �� (3.37) ����� 

.0)()( �� wfwf  

���$��!��.  1
�� %�����%
��� ��
�� w = a + bi )0( �b  ����-
��
� %����� ���������� f(z) 
 ���
����������� %��((���������, 
�� ���� ��������� �����
� ������ �� %��������� �������� 

,2 222 baazz ��
  

��%�� ���!��� ���
���������� %��((�������. 
� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� �
���$	�
 f(z) � ���������	�
��� 

���!!�"��
���� ����� ����	���
�� ����
� w = a + bi ),0( �b  
����� �
 
�"�	� ��	���� 
� z – w. ���	��
� ������� 3.5 �
 ����� 
����� ����
� ,w  � �
�$��, ��	���� 
�"�	� 
� .wz 
  �	�������	�
�, 
f(z) ��	���� ��� ������� 
� �
���$	�
 

 .2))(( 222 baazzwzwz ��
�

  (3.38) 

A���, ��	� � �
���$	�
� f(z) � ���������	�
��� ���!!�"��
-
���� ���������� ���������	�
�� ����
� v, �� �
 ��	���� 
�"�	� 
� 
	�
��
�� �
�����	� z – v, � ��	� ����	���
�� ����
� w = a + bi 

),0( �b  �� – 
� �������
�� ���
$	�
 ���� (3.38).  
#���� �������, �������	��� �	������� ��������
��.  

��#���� 3.6. "!��� ��������� 
 ���
����������� %��((�-
�������� ���������
� � ������������ ����������� ������ � ���-
��� 
������ 
 ���
����������� %��((���������. :�� �������-
��� ����� ���� ������� ��%, ����� %����� ��������� ���-
��� 
������ �� ���� ���
���������� %�����. 

/�������, �
���$	�
 224 
� zz  ����� �	������� ���	���
��: 

).2)(1)(1(2 224 ��
�
� zzzzz  



������ 3.5. /���� �
���$	�
 
����
���� �����
� � �������-
��	�
��� ���!!�"��
����, ������� ���
� i�2  � 1. 

' � � � 
 � � . 9���� f(z) – ������� �
���$	�
. #���� ����� ��� 
���
�� �������	�
� ��	�
� ���� $��	� i�2 , i
2 , 1. +�� ��
�$�-
��, $�� � ���	���
�� �
���$	�
� f(z) 
� �
�����	� ������ �����
� 
��	�
� �
����� ���������
�� 

� �� � � �� �� �.122 


�
 ziziz  

/� ���������
�� ���
 �����
 ���
�����	��  

54))2())(2(( 2 �
��


 zziziz  

���� �
���$	�
 � ���������	�
��� ���!!�"��
����. #���� ����-
���, f(z) ��	��
 ��	����� 
� �
���$	�
  

.595)1)(54( 232 
�
�
�
 zzzzzz  

*����� �	�����, $�� �
���$	�
 
����
���� �����
�, ����	����-
������ ������	�

��� ��	����, ���� ),595( 23 
�
 zzzc  ��� 
 – 
	���� 
� ���
�� 
�	� ���������	�
�� $��	�. 
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����� 4  

����	�
� ���
<��:
����Q 
� =��@����O�
� T
��
 

§ 4.1. �������� %��#*��/#!���& � �����A� 

1. 
%��$������ ������#,# %��#*��/#!���&. ������� 

9���� V – 	�
��
�� �������
����. >�	� �����
� �����	�, �� 
�������� ������� ������� x�  �� V �������� � ������������ ���
��-
��

�� ������ y�  �� V, �� ����� ��������, $�� ����
� ��������-
��� ���
����
��� V � 
���, �	�  �������������� ���
����
���  V. 


%��$������.  $���������� f  ��������� ���
����
��� V � 

��� ��������
� �
������ ������������
�� (�
������ �����-

����), �
�� ��� �!��� ��%����� Vyx #

��
,  � ��� �!���� � #�  ��-

�����!�
� �����
��� 

 ),()()( yfxfyxf ����
���  (4.1) 

 ).()( xfxf ��
�� �  (4.2) 

:���(����.  A� ��	���� (4.1) � (4.2) �	�����, $�� �������� 
	�
��
��� �����������
�� f 
� 	�
��
�� �����
�"�� 
����	���
 
�������� ���$�
����� !����	� 

 ),()()( 1111 kkkk xfxfxxf ������
���� �����  (4.3) 

� ����� 
 .0)(0)0()0(

����
�
�
� xfxff  (4.4) 

9������� 
�������� ������� 	�
��
�
 �����������
��. 
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1. 9����������
�� f 	�
��
��� �������
���� V, ������	�

�� 
!����	�� 
 0)(

��
�xf  (4.5) 

�	� 	����� x�  �� V, ��	�����, �$����
�, 	�
��
��. *
� 
��������� 
������� ���������������. 

2. 9����������
�� f 	�
��
��� �������
���� V, ����

�� !��-
��	�� 
 xxf ��

�)(  (4.6) 

�	� 	����� x�  �� V, ����� ��	����� 	�
��
��. *
� 
��������� 
�����
������� ��������������� �������
���� V. 

3. 9���� neee ���
...,,, 21  – !��������

�� ����� 	�
��
��� ���-

����
���� V �  
nnexxeexx �����

���� 2211  

– ���	���
�� �������	�
��� ������� x�  �� ������. 9�	���� 

 .)( 11exxf ��
�  (4.7) 

9�	�$�

�� �����������
�� ��	����� 	�
��
�� (���������!). >�� 

������� ����%���������� 
� ��
����
�� ����������
����, ��-
�����

�� �������� .1e�  '���������, ��� �����������
�� 
� ����-
��	����� ��	
����� ������� ������� ,1e�  � ������� ��� � �� ����-
�� �������� ,...,,2 nee ��

 ����	
����
 1e�  �� ������ �������
����. 
E
�	���$
�� ������� ���
� ������	��� �����������
�� 
� 

������
�� ����������
����, �������

�� ��������� 1e� � 2e� : 

 2211)( exexxf ���
��  (4.8) 

� �.�. 
4. '�
�� ����$�	���, $�� �
������� ���
 �
���$	�
�� �� ����-

��

�� z ��	����� 	�
��
�� �������
�����. 9������� � �������-
����� ������� �
���$	�
� 

nn
nn azazazazg ����� 




1
1

10)( �  
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��� ��������
��, �.�. �
���$	�
 

,2)1()( 12
2

1
1

0 




 ���
��� nn

nn azazanznazg �  

�� ��	�$�� 	�
��
�� �����������
�� �������
���� ���
 �
���-
$	�
��. 


%��$������.  )�������
��� ��%����� ��������� ���-

����
��� V  ��%��, ��� � � ,0�xf �  ��������
� ����� ��������� 
�������������� f � ����������
� Ker f. $���
�� �������� �������-
�� �������������� f ��������
� ��� ������� � ����������
�  Im f. 

������� �	�����, ������ y�  ���
��	���� Im f, ��	� ���������� 
����� ������ x�  �� V, $�� 
 � �.xfy ��

�  (4.9) 

/�������, ������� ���������

��� �����������
�� 	�
��
��� 
�������
���� V ��	����� ���� V, � ��� ���� ������� ��	��� 	��� �� 
��
��� 
�	����� �������. �	� 
�	����� �����������
�� ��� 
����-
���: ����� ��	����� ���� V, � ����� ������� 	��� �� ��
��� 
�	�-
���� �������. <���� 	�
��
��� �����������
��, ������	�

��� 
����
���
��� (4.7), ��	����� 	�
��
�� ���	�$�� ),...,,( 2 neeL ��

 � 
������� – ).( 1eL �  

:���(���� . *���� � ���� 	�
��
��� �����������
�� f ��	�-
���� ����������
������ 	�
��
��� �������
����  V  (���������!). 

2. �����A� ������#,# %��#*��/#!���& 

/�$�
�� � ����� �����, �� ����� ��� ����� ������	�����, $�� 
	�
��
�� �������
���� ����� ������
����, ���
�� n. +�� ������-
	���
�� �����	��� ������ ���$�
�� 	�
��
�
 �����������
�� � 
���$�
�� �������
�
 �����" ������� n. 

@������ � �������
���� V 
�������� ����� }....,,,{ 21 neee ���  
9���� f – 	�
��
�� �����������
�� �������
���� V. '��������� 
�������	�
�� ������ x�  � ��� ����� ).(xfy ��

�  '��	���� ��� �����-
�� �� ������, ����� 

 ,2211 nnexexexx �����
����  (4.10) 
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 .2211 nneyeyeyy �����
����  (4.11) 

/��� "�	� –  
���� ������
�� �	�  nyyy ...,,, 21  $����  ....,,, 21 nxxx  
A� ����
���� (4.10) ����� 	�
��
���� ��������
�� f �	����� 

����
���� 
 ).()()()( 2211 nn efxefxefxxf �����

����  (4.12) 

@������ )(,),(),( 21 nefefef ����  ����� ��������� ���	���
�� �� 
������ 

 

.)(
..............

,)(
,)(

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

eaeaeaef

eaeaeaef
eaeaeaef

�����

�����
�����

����

����
����

 (4.13) 

>�	� � ����
���� (4.12) ������ �������� )(,),(),( 21 nefefef ����  
���������� �
 ���	���
�� �� (4.13), ��	�$�� 

),...(...)...()( 221112211111 nnnnnnnn eaeaeaxeaeaeaxxf �������
���������  

�	� 

 .)...(...)...( 21211112112111 nnnnnnnn exaxaxaexaxaxay ���
���������  (4.14) 

����
���� ��� ��������	�
�� ������� y�  � (4.11), ���
���� � ����-
��� !����	��: 

 
....

.............
,...

2211

12121111

nnnnnn

nn

xaxaxay

xaxaxay

����

����
 (4.15) 

B������, $�� !����	� (4.15) ���� ����
� ��������� �����������-
��� � %����������. 

>�	� ������ � ���������
�� �����"� 

 

��
�
�
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�
�
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aaa

aaa
aaa
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...
............

...

...

21

22221

11211

, (4.16) 
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� ����� �����"� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

X
�
2

1

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

ny

y
y

Y
�
2

1

, 

�� !����	� (4.15) ���
� �������� �	������� �������: 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

nnnnn

n

n

n x

x
x

aaa

aaa
aaa

y

y
y

��
2

1

21

22221

11211

2

1

...
............

...

...

, 

�	� �������

�, � ���� �����$
��� ����
���� 

 .AXY �  (4.17) 

&����"� A  
��������� �������� ��������� �������������� f � 
��

�� ������ }....,,,{ 21 neee ���  

������ 4.1. 9���� N – !��������

�� 
�����	�
�� $��	� � LN 
– 	�
��
�� �������
���� ���
 �
���$	�
�� �����
� 
� ���� N, �.�. 
�
���$	�
�� ���� 

.)( 1
1

10 NN
NN azazazazg ����� 


 �  

@����� � LN ����� �� �
���$	�
�� 1{ ,  , , ,  1},N Nz z z
 �  ���
� ���-
���������� LN ��� ������
�� �������
���� ������
���� N + 1; ��-
����
����� ������� NLzg #)(  � �����

�� ������ ��	����� ��� ��� 
���!!�"��
�� NN aaaa ,,,, 110 
�  �
���$	�
� )(zg . 

'��������� 	�
��
�� �����������
�� f �������
���� LN, ���-
����� � ������������ �
���$	�
� )(zg  ��� ��������
�� )(zg� , �.�. 
������ 

.2)1()( 12
2

1
1

0 




 ���
��� NN

NN azazaNzNazg �  
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@ ������ }1 ,,, ,{ 1 zzz NN �
  ������ )(zg�  ����� ������
��� 

12112010 ,2,,)1(,,0 


 ��
��� NNNN ababaNbNabb � . 

�	�������	�
�, �����"� A ������� N �����������
�� f � �����

�� 
������ ����� ���: 

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
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00200
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A . 

3. �/������� �����A� ������#,# %��#*��/#!���&  
%�� %����#$� ) �#!#�� *�/��� 

9���� A – �����"� 	�
��
��� �����������
�� f � ������ 
}....,,,{ 21 neee ���

 9�����	����, $�� �� ������ }...,,,{ 21 neee ���
 � ���-

����
���� V �� ����
���� � 
����� ������ }....,,,{ 21 neee ��� ���
 @ 
���� 

������ �����������
�� f ����$��� 
���� �����"� .A�  @��
����� 
������, ��� �����
� ����� ����� �����"� A � ?A�  &� �������, 
$�� �������	��� !����	� 

 ,1ATTA 
��  (4.18) 

��� 
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 (4.19) 

���� �����"� ����
��� �� ��
��
��� ������ }...,,,{ 21 neee ���
 � 
����� 

������ }....,,,{ 21 neee ��� ���
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�	� ��������	����� !����	� (4.19) ���	���� �������	�
�� 
������ x�  �� ������� }...,,,{ 21 neee ���

 � :}...,,,{ 21 neee ��� ���
 

 ,2211 nnexexexx �����
����  (4.20) 

 .2211 nnexexexx ����������
�����

 (4.21) 

&� �
���, $�� ����� ������� � 
����� ������
����� ������� 
���������� �	������� �����: 

 ,XTX ��  (4.22) 

��� X ����
�$��� ���	��" �� �����
, � X �  – ���	��" �� 
���
 ����-
��
��: 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

X
�
2

1

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

�
�

��

nx

x
x

X
�
2

1

. (4.23) 

#�$
� ����� �� ����� ������� ����� ������� � 
����� ������
�-
���� ������� :)(xfy ��

�  
 .YTY ��  (4.24) 

9�	������ ����
���
���� (4.17), (4.22) � (4.24), ����
���� ������ 
����� ����� X �  � .Y �  K$������ 
��������

���� �����"� ����-

��� T, ��	�$��� ���	�������	�
�: 

.111 XATTAXTYTY ����� 


  

*����� �	�����, $�� �����"�� ��������
�� A � ������ }...,,,{ 21 neee ��� ���
 

����� �����"� ,1ATTA 
��  $�� � �������	��� ��������. 


%��$������.  '������ B ��������
� �������� ������� C, 
�
�� 
���
����� ��%�� ������������� ������� T, ��� �������-
��
� �����
��� 
 .1CTTB 
�  (4.25) 
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>�	� �����"� B �����
� �����"� C, �� � �����"� C �����
� 
�����"� B, ��� ��� �� ���	��
��� ����
���� �������� ����
���� 

,1BSSC 
�  

��� .1
� TS  ������� �	�����, ��
���
�� ������� ��	����� ���-
�����$
��. 9������ ���
� �������� ������ � ���
 �������� 
�������� B � C. 

A� !����	� (4.18) �� ����� ������ ������� ����� ���	�$�-

��: �������, ������!��� ������� ��������� �������������! � 
���� ��������� ����
��, ������� ���� �����. 

§ 4.2. �#*��!����� !�)�#�� � �#*��!����� /��(���&  
������#,# %��#*��/#!���& 

1. �#$��; ��-$����#$�#� �#�,#!�� 

A��$�
�� ������� � �������

�
 �������
 � �������

�
 �
�-
$�
��
 	�
��
��� �����������
�� 
�$
�� � ���������
�� ����	� 
�����
����
�� ������	� (������: ����	� ����
�). ��

�� ����	� 
���� ����� 
� �	������� ������: ������ ��	�
� ���� ����
���-

�� ����� �����������

��� ��������� ����
, ��������
 ����� 
�����, $���� ������	� ��	� �����������
��, �.�. 
� ��	� �
�$�-
��	�
��� ��!�"��� ��������� ��	�
�� �	� ������ �� ����
-
�$���
�"? 9���	��� �������$
� ���
�, ��� ��� ��!�"�� � ������	� 
����� ����
��� ��������� ����� ��	�
�� ��� 	�"�
���, �����, 
������

�� ���	�
� � ���� �������� ���
�. 

�	� �������� ��	���
�� ���������� ��� ����
�-�$���
�"� 
������	� � �����������

��� ��������� 91, 92, 93, ������� ��-
	��
� 
������ �\E, B����
�� � 7�����. J���� �$�����, $�� ���� 
��������� ������ ����
� �������� 
� ������� ������� 	��� �
��-
�� ����
�, 	��� 
� ������ �� �����
 ����
. 9����, ������, �\E 
������ ��	���
� ������ ������� 
� ������� ������� �
���� ����-

�, 1/4 ������� – 
� ������ �� B����
��, ���������� 1/4 ������� 
– 
� ������ �� 7������. B����
�� ������ �����
� ���� ������ 
� 
������� ������� � �\E, �
���� ����
� � � 7������. 7�����, � 
���� �$�����, ������ 1/2 ������� 
� ������� ������� � �\E,  
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1/2 ������� 
� ������� � B����
�� � 
�$��� 
� �������� �
���� 
����
�. 

@����� ��������
�� �����"� ������	�: 

 �\E B����
�� 7����� 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

0
3
1

4
1

2
1

3
1

4
1

2
1

3
1

2
1

A . 

%������, $�� ����� �	���
��� �����"� 8 � ������ ���	�"� 
���
� ���
�"�.  

@�����, ����� aij – $���� ����������, ������� j-� ����
� 
������ 
� ������� ������� i-� ����
�. 9��	� �������
�� ������ 
������	� �� ��� ����
� ��� 
������ i ��	�$�� ����$��  
pi = ai1 X1 + ai2 X2 + ai3 X3. /�������, �\E ��	�$�� ����$�� 

 p1 = 
2
1 X1  +  

3
1 X2  +  

2
1 X3. 

 ��	� �\E ��	� B����
�� ��	� 7������ 

�	� ���� $���� ������	� ��	� ���	�
������

��, 
���
����� 
����������� �����!�"��
���� ������	� �	� ������ ����
�: 

 pi   Xi �	� ���
 i. (4.26) 

���$�#-���� . ?
������ �����(������� �������� ����!�
� 
�����
���  

pi = Xi, i = 1, 2, 3. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9�����	����, $�� pi > Xi �	� 
��������� i, 

������� �	� i = 1. %������ ��	���� (4.26) �	� ���
 i: 

a11 X1 + a12 X2 + a13 X3 > X1; 
a21 X1 + a22 X2 + a23 X3   X2; 
a31 X1 + a32 X2 + a33 X3   X3. 
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�	���� ��� ��� 
�����
����, �����: 

(a11 + a21 + a31)X1 + (a12 + a22 + a32)X2 + (a13 + a23 + a33)X3 >  
> X1 + X2 + X3. 

9����	��� ��� ����� � ������
 � 	���� $���� 
�����
���� ���
� 1, 
�� ��	�$�� ���������$���� 
�����
���� 

91 + 92 + 93 > X1 + X2 + X3. 

�	�������	�
�, 
��� ������	���
�� � ���, $�� p1 > X1, 
����
�. 
��������	����� �������
�. 

@ �����$
�� !���� ��������
��, ������������ � ����	���-

��, ���	���� �	������� �������: 

 89 = 9, (4.27) 
��� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

X
X
X

X  = (X1, X2, X3)
3. 

2. 
%��$�����& � %������ 


%��$������.  +�������� ��%��� x�  ��������� ���
����
��� V 
��������
� ����
������ ���
���� ��������� �������������� f, 
�
�� ���������
� �����
��� 

 ,)( xxf ��
��  (4.28) 

��� �  – ��%������ ��
��. )�� ���� ��
�� �  ��������
� ����
-
������ ������
�� ��������� �������������� f. 	������ ��%��, 
��� x�  �
�� 
��
������� ��%���, ������������� 
��
�������� 
�������! � . 

:���(����.  ����
���
�� (4.28) ����� ���� ����	����
� 
�	������� �������: ������ x�  ��	����� �������

�� �������� 
	�
��
��� �����������
�� f, ��	� ��� ��������� f ������ x�  �����-
�������� � ��		�
���
�� ������. 
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:���(����.  >�	� ������ x�  ��	����� �������

�� �������� 
	�
��
��� �����������
�� f, ���
��	������ �������

��� �
�$�-

�� ,�  �� �	� 	����� $��	� k � 0 ������ k x�  – ���� �������

�� 
������ f, ���
��	������ .�   

���������	�
�, ��	� � � ,xxf ��
��  �� 

).()()()( xkxkxkfxkf ����
�� ���  

E
�	���$
�, ��	� 21, xx ��
 – ��� �������

�
 �������, ���
��	�-

����� �������

��� �
�$�
�� �, �� � 
�
�	���� ������ 21 xx ��
�  – 

�������

�� ������, ����$����� ���� �� �������

��� �
�$�
��. 
��������	����� �����	����� $�����	�.  

#���� �������, �
������� ���
 �������

�
 ��������, ���-

��	�����
 ��
��� �������

��� �
�$�
��, � �������� ������	� 

�	���� ������, �������� 	�
��
�� ����������
���� V.*

9���� A – �����"� 	�
��
��� �����������
�� f � ������ 
}...,,,{ 21 neee ���  � X – �����"�-���	��" �� ������
�� ������� x� , ����� 

����
���
�� (4.28) ����� ���� ������
� � ���
���	�
�� !���� 

 .XAX ��  (4.29) 

9������ ����� ���
��� ��������, $�� ��������� �������-

������ X ������
� 
��
������� ��%����� %��������� ������� 
A, 
������
���!��� 
��
�������� �������! .�  

#���� �������, � ���������

�� ���� ����	� �����
����
�� 
������	� �� ����
���
�� (4.27) �	�����, $�� “������ ��������” X 
��	����� �������

�� �������� ��������
�� �����"� ������	� 8, 
� ��������������� �������

�� �
�$�
�� ���
� 1. ����������
�� 
������ �������

��� ������� �������� �� �	������� �������. 

��#���� 4.1. 1
�� � ������� 8 
���� ��������� %������ 

������ ����� 1, �� �����
� 
��
������� ��%���, ����������-
��� 
��
�������� �������! 1. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . '��������� �	�$�� �����"� 3 � 3: 

�
�
�

�

�

�
�
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�
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9� ��	���� 
a11 + a21 + a31 = 1, 
a12 + a22 + a32 = 1, 
a13 + a23 + a33 = 1, 

������ �	�����, $�� 
a11 – 1 + a21 + a31 = 0, 
a12 + a22 – 1 + a32 = 0, 
a13 + a23 + a33 – 1 = 0. 

+�� ����
���
�� ����������, $�� ����� ����� �����"� 8 – 1 
���
� 
�	����� �������, �.�. �����"� 8 – 1 �������

��. �	�����-
��	�
�, ������� ����
�
�� 

(A – E) x� = 0 

����� 
�
�	���� ����
�� 0xx ��
� . +�� ��
�$���, $�� 0x�  – �������
-


�� ������ �����"� 8, ����$����� �������

��� �
�$�
�� �� 1. 

������ 4.2. /���� �������

�� ������� � �������

�� �
�-
$�
�� �����"� 

��
�

�
��
�

�



�
41
21

A . 

' � � � 
 � � .  9�	���� x�  = (�1, �2)
3 (������-���	��"). #���� �� 

����
���
�� (4.29) �	�����, $�� 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

 2

1

2

1

41
21

x
x

x
x

� , 

�.�.  

�
�
�

��

��

,4
,2

221

121

xxx
xxx
�
�

 

�	� 

 
�
�
�

�
�

��


.0)4(
,02)1(

21

21

xx
xx

�
�

 (4.30) 
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>�	� ������ x�  – �������

��, �� ��� ��
�$���, $�� ��

�� ��
�-
���
�� ������� ����
�
�� ����� 
�
�	���� ����
��. +�� ��	���� 
������	�
�
� ����, $�� ������	���	� �������  (4.30)  ����
  
�	�: 

,0
41

21
�







�
�

 

�	� ,0652 ��
 ��  ������ ,21 ��  .32 ��  #���� �������, �����-
��

��� �
�$�
���� �����"� 8 ����� $��	� 2 � 3. 

/����� ��������������� �������

�� �������. 9�������� 
2��  � 3��  � ������� (4.30): 

 ,2��  ,3��  

 1 2

1 2

2 0
2 0,

x x
x x


 � ��
�
 � ��

 
�
�
�

��

��

,0

022

21

21

xx
xx

 

 x1 = 2t, x2 = t, x1 = t, x2 = t, 
 x�  = t (2, 1), t � 0,  x�  = t (1, 1), t � 0. 

3. ����)�������(��)#� ���!����� 

'�������
�� �� ������� 4.2 ���
� �������� 
� �	�$�� �����-
��	�
�� �����"� 8 ������� �. K�	���� (4.29) ���
� ���������� � 
���� 

0�
 XAX �  
�	� 
 � � .0�
 XEA �  (4.31) 

*�
����
�� ������� ����
�
�� (4.31) ����� � ��	��� ����� 
����� 
�
�	���� ����
�� X, ����� �� ������	���	� ����
 
�	�: 

 .0�
 E8 �  (4.32) 

>�	� �������� ��

�� ������	���	�, ��� � ���������

�� �����-
��, �� ��	�$���� �
���$	�
 �����
� n ��
�����	�
� � , 
������-
��� ����%����
����
%�� ����������� �����"� 8. 
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%��$������ . ?�������� 

0�
 EA �  

��������
� +����
��
�

����
� �������
�� ������� 8.  
#���� �������, 
��
������� �������� ������� 8 ����!�
� 

%������ �� ����%����
����
%��� ���������.  

���$�#-���� . #��
������� �������� ������ A � AT 
����-
��!�. 

���������	�
�, ����	���� �������� ������	���	�� � �����"�� 
���
���
�����
��, ����� 

.0)()( �
�
�
�
 E8E8E8E8 TTTT ����  

#���� �������, 
�����������$����� ����
�
�� �����" A � AT ���-
������, �	�������	�
�, �
 �������

�� �
�$�
�� ���
�. 

���$�#-����. #��
������� �������� �������� ������ 
��-
����!�. 

'�����
���� $�����	� ��������� � �������	������ ����� ��-
������
�� ����������	�
�. 

:���(����.  *�
��� �������

��� �
�$�
�� ����� �������-
�������� 
����	��� 	�
��
� 
���������
  �������

�
 ��������. 

������ 4.3. /���� �������

�� �
�$�
�� � �������

�� ���-
���� �����"� 

3 0 0
0 3 0
1 1 3

A
� �
� �� � �
� �
� �

. 

' � � � 
 � � .  %������ 
�����������$����� ����
�
��: 

,0
311

030
003

�








�
�

�
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�	� � � .03 3 �
 �  �	�������	�
�, 3��  – ���
����

�� �������

�� 
�
�$�
�� �����"� 8. ������� ����
�
�� (4.32) �	� ������
�� ���-
����

�
 �������� �������� � ���
����

��� ����
�
�� 

�1 + �2 = 0, 

�	� �1 = –�2. 9�	���� �2 = �, �3 = b � ��	�$�� ����� ����
�� ���-
���� (4.32) 

�1 = –�, �2 = �, �3 = b, 

�.�. �������

�� ������ x�  = (–�, a, b) ��������	����� � ���� 	�-

��
�� �����
�"�� 

x�  = �(–1; 1; 0) + b(0; 0;1) 

���
 	�
��
� 
���������
 �������� 1a�  = (–1; 1; 0) � 2a�  = (0; 0; 1). 
@��
���� � ������
�� �������

��� ������� 9 � ����	� ���-

��
����
�� ������	�. ������� ����
�
�� �	� 
�
����
�� 9 ����� 
��� (4.27), �.�. 

0

1
3
1

4
1

2
1

3
2

4
1

2
1

3
1

2
1

3

2

1

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�










X

X

X

. 

/�����
� 
���� ����� ����
�� ���� �������: 

��

�
�
�

�

�

,
2
3

,2

32

31

XX

XX
 

������� � ��$����� �������

��� ������� ���
� ����� ������ 

X = (4; 3; 2). 

@ $���
����, ��� ��
�$���, $�� ���	�
������

���� ������	� ���
 
���
 ����
 ����� ���� ������
��� ��	��� � ��� �	�$��, ����� ���-
������� 
�
������ � ��
���
�� 

X1 : X2 : X3 = 4 : 3 : 2. 
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§ 4.3. ��������(��)�� �������� %��#*��/#!���& 

1. 
��#!��� #%��$�����& 

9���� f – 	�
��
�� �����������
�� ���	����� �������
���� V. 


%��$������ . )������������� (f  ��������
� ��������-
��� �� ����
���! % f, �
�� ��� �!��� ��%����� x�  � y�  
������-
���� �����
��� 

 )),(,()),(( yfxyxf ���� (�  (4.33) 

��� ),,( yx ��  %�% � �����, ���������� 
%������� ������������ ��%��-
��� x�  � .y�  

@������ � �������
���� V �����-
����� ����
��������

�� 
�����, � ����� � ���� ������ �����������
�� f ����$��� �����"� A. 
9������, $�� �������������! (f  ����� �������� � ��� �� ����-


� ������� .TA  
9��
���� �� �
���
��, $�� � ����
��������

�� ������ ���-

	��
�� ���������
�� ���������� !����	�� 

,),( 11 nn yxyxyx ��� ���  

�	�, � �����$
�� ���� 
,),( YXyx T�

��  

���  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

X
�
2

1

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

ny

y
y

Y
�
2

1

, 

��	�$��, $�� �������	������ ��

��� ��������
�� �	����� �� �$�-
���
��� ����
���� 

).()( YAXYAX TTT �  
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%��$������ . "������� �������������� f ��������
� �
�-
��
�
����
�, �
�� ��� 
�������� 
� 
���� 
���������� �����-
���������� ,(f  �.�. �
�� 
���������� �����
��� 

 )).(,()),(( yfxyxf ����
�  (4.34) 

A� �����

��� ���� ���$�� �������� ����� �	�������. 
2 �!��� ����������������� ����
� ������� A 
���������-


%��� �������������� f ������
� 
���������
%�� ��������, �.�. 

  .AAT �  (4.35) 

2. �#*��!����� !�)�#�� � �#*��!����� /��(���&  
��������(��)#,# ������#,# %��#*��/#!���& 

K���
���� ������ ������ ���
�� �������� ��������$������ 
�����������
��. �!����	����� ��� �������� � �����
�
 �����". 

��#���� 4.2. 9���%����
����
%�� ��������� 
���������-

%�� ������� A ����� ����%� ���
���������� %����. 

A
�$� ������, ��	� a + bi ���� �����-	��� ����	���
�� ����
� 

�����������$������ ����
�
�� 

 ,0�
 EA �  (4.36) 

�� �������	�
� b = 0. 9����	��� �  ���� ����
� ����
�
��, �� ���-
���� ��
����
�
 ����
�
�� 

0)( �
 XEA �  

����� 
�
�	���� ����
�� X. '���������, ������
��� ������� X – 
����	���
�� $��	� (��	�� �� � ). K�	������ ����
�$��� $���� X  – 
������, ������
��� �������� ��	����� �������

��� $��	��� �� 
��
���
�� � ������
���� ������� X. A���� 

,)()( XXAX �� ��  

� ����� 

XXA ��  
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(�� �����	�����	��� ���������� �����"�� �������
�� ����	���-

�
 $���	: �	�	 ���  � �		� � ). 9����	��� ��� �	���
�� 
�����"� A – ���������	�
�� $��	�, �� ,AA �  �	�������	�
�, 

.XXA ��  

#����� ����� �������� 

),()()( XXXXXAX TTT �� ��  

),()( XXXXXAXXAX TTTTT �� ���  

� �����	��� 0)( �XX T  (������ X – 
�
�	����, ������� 

011 ���� nn
T xxxxXX � ), �� 

,�� �  

�.�. �  – ���������	�
�� $��	�. 
�!����	����� ������ �������, ���������� 
����	�� ���
�� 

�������� ��������$����
 ��������
��. 

��#���� 4.3. &�� 
���������
%��� ��������� �������������� 
f � ��%������� ���
����
��� V 
���
����� ������������� ����
, 

�
������ �� 
��
������� ��%����� ����� ��������������. 2 
���� ����
� ������� �������������� ����� ��� 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

n

A

�

�
�

�
����

�
�

00

00
00

2

1

, (4.37) 

��� n��� ,,, 21 � – 
��
������� �������� ����������� f. 
� � � � � � � � 	 � � � � � . J���� ����� �
���"�� �� n. @ �	�$�� n = 1 

	���� 	�
��
�� �����������
�� ����� ��� 

xkxf ��
�)(  (k = const). 

9������ 	���� 
�
�	���� ������ x�  ��	����� �������

��, � ��-
�������� 
�$���. 
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9�����	����, $�� ��������
�� ������� ���
� �	� ��������-
$����
 �����������
�� � ���	������ �������
���� ������
����  
n – 1, � � ���� ������	���
�� ������� ��� �	� ���	����� ���-
����
���� ������
���� n. 

9����� ����� ������� �����-	��� �������

�� �
�$�
�� 1�  
��������$������ �����������
�� f. 9� ������

��� ��
��, 1�  – 
���������	�
�� $��	�. 9���� 1a�  – ��������������� �������

�� 
������ 

111)( aaf ��
�� . 

*���
�$�� $���� S – �
������� ���
 �������� Vx#� , ������
�	�-

�
 � 1a� : 

.0),( 1 �xa ��  

#�� ��� ����������
���� S ���� ������
�	�
�� ����	
�
�� � 	�-

��
�� ���	�$�� ),( 1aL �  ��� ������
���� ���
� n – 1. 9������, $�� 
��� ����������
���� ����������� �������� f. +�� ��
�$���, $�� 
��	� ,Sx#�  �� .)( Sxf #

�  ���������	�
�, 

� �� � .0,)),((0),(0),( 11111 ��$�$�$# xfaxafxaxaSx ���������
�  

A� �����

��� �	�����, $�� �������� f 
� ���� �������
���� V 
���
� ��� ��	�
�� ������ �� �������� f 
� ����������
���� S. 
9����
�� ������	���
�� �
���"��, ��	�$��, $�� � S ���������� 
������
�	�
�� ����� naa ��� ,,2 , ��������� �� �������

�
 �����-
��� �����������
��, �.�. 

nnn aafaaf �����
�� �� )(,,)( 222 . 

@����� � ����
����� 111)( aaf ��
��  ��� ���������� ������ $���� ���-

����. 
>�	� x� – �������	�
�� ������ � 

nnaxaxaxx ����
���� ...2211  

– ��� ���	���
�� �� ������ },,,{ 1 naa ���  �� 
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,...)(...)()()( 2221112211 nnnnn axaxaxafxafxafxxf �������
��� ��������  

������� �	� ������
�� nyy ...,,1  ������� )(xfy ��
�  �������	��� 

����
���� 

.
.....
,

,

222

111

nnn xy

xy
xy

�

�
�

�

�
�

 

+�� ���������� ������ $���� �������. 

���$�#-���� . #��
������� ��%���� 
���������
%��� ��-
������� ��������������, ������!��� ������ 
��
������� �����-
����, ������������. 

A
�$� ������, ��	� f – ��������$����� 	�
��
�� �����������-

�� � 

 111)( xxf ��
��  ),0( 1 �x�  (4.38) 

 222 )( xxf ��
��  ),0( 2 �x�  (4.39) 

���$�� ,21 �� �  �� .0),( 21 �xx ��  

�	� ��������	����� �����	������� ����
����� 

)),(,()),(( 2121 xfxxxf ����
�  

�������	���� � ��	� ��������$
���� f. A� ����� ����
���� � �$�-
��� (4.38) � (4.39) �	����� 

),,(),( 212211 xxxx ����
�� �  

� ��� ��� 21 �� � , �� .0),( 21 �xx ��  
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§ 4.4. =!�$����(��� '#��� 

1. 
��#!��� #%��$�����& 

@� �
���
 �������
, ��� $���� ��������$����
, ��� � ����	��-

��� 
��������, �����$����� %����������� (���� �� 
����	���
 
������

�
 ....,,, 21 nxxx  #�� 
��������� 	���� ��
����
�� �
�-
��$	�
 ������ �����
� �� ....,,, 21 nxxx  �	��� «��
����
��» ��
�-
$���, $�� ��� $	�
� �
���$	�
� ����� ��
� � �� �� (� ��

�� �	�-
$�� ������) �����
�. 

7�������$
�� !���� �� ���
 ������

�
 ����� ��� 

 ,2
221

2
1 cxxbxax ���/  (4.40) 

�� ���
 ������

�
 – 

323121
2
3

2
2

2
1 xfxxexxdxcxbxax ������/  

(a, b, c, d, e, f – 
�������� $��	�) � �.�. *�
��� ��	�� ����
� ������ 
!���� ������. /�������, !���� (4.40) ���
� �������� � ���� 

,
22

2
21221

2
1 cxxxbxxbax ����/  

���	� $���, ����
�$�� ���!!�"��
� ��� ���������
�� ji xx  $���� 

ija , ���������� (4.40) �	������� �������: 

,2
22212212112

2
111 xaxxaxxaxa ����/  

��� 2112 aa � . @�����, ��������$
�� !���� /  �� n ������

�
 

nxxx ...,,, 21  ����
� ���������� � ���� 

 ,
1,

"
�

�/
n

ji
jiij xxa  (4.41) 

��� .jiij aa �  
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&����"� 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 (4.42) 


��������� �������� %����������� (���� l. +�� �����"� – 
��-
�������
%��, �����	��� jiij aa �  (i, j = 1,2, …, n). 

@�����
�� (4.41) �	� l ���
� �������� �	������� �������: 

 )....(...)...( 221112121111 nnnnnnnn xaxaxaxxaxaxax ���������/  (4.43) 

>�	� ������ � ���������
�� ���	��"  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

X
�
2

1

, 

�� �������� ������
�� �������� ����
���� (4.43) � �����$
�� 
!���� 
 .)( AXXAXX TT ��/  (4.44) 

2. ���#*��/#!���� )!�$����(�#� '#���  
%�� /����� %��������� 

9���� �� ������

�
 nxxx ...,,, 21  �� ����
���� � 
���� ����-
��

�� nxxx ��� ...,,, 21  � ������� !����	 

 

,
..............
,

,

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

xpxpxpx

xpxpxpx
xpxpxpx

�������

�������

�������

�

�
�

 (4.45) 
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��� �����"� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

ppp

ppp
ppp

P

�
����

�
�

21

22221

11211

 

��	����� 
��������

�� (���	��
�� ��	���� ������$����� ���-
���
���� ������
�� 
���
 ������

�
 $���� ������). %���
�� � 
������
�� (4.43) �	� l ������ ������

�� nxxx ...,,, 21  $���� 
�-
��� nxxx ��� ...,,, 21  �� !����	�� (4.45), ��	�$�� ������
�� �	� l $�-
��� 
���� ������

��. 9����	��� !����	� (4.45) ���
� �������� 
� ���� 

,XPX ��  

�� 	���� ��	�$��� 
���� ������
�� �	� l: 

 .)()()( XAPPXXPAXP TTT ������/  (4.46) 

*����� ���
�, $�� �����"� ��������$
�� !���� � 
���
 ����-
��

�
 ����� 

 .APPA T��  (4.47) 

��������$
���� A�  	���� �����������: 

.)()( AAPPPAPAPPA TTTTTT ������  

%������, $�� !����	� (4.45) ���
� ����	�������� ��� !����-
	� �����������
�� ������
�� ��� ����
��� � �n � 
����� ������, 

����� ����
���� (4.47) ���
� ������������� ��� ��������� ��� 
������� %����������� (���� l � ����� ����
�. 
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2. ���!�$���� )!�$����(�#� '#��� ) )��#��(��)#�� !�$� 

@��
����� ����$� � ����� ������ �����������
�� ������
��, 
��� ������� ������ /  � 
���
 ������
���
 ����� �����

� ���-
���� ���. `�	�� ��� ��������
�� ��	��� ��	���	�
�� �	����-
��� ��� /  � 
���
 ������
���
: 

,)()()( 22
22

2
11 nn xkxkxk �������/ �  

����� � 
���� ������
�� �	� /  ����������� $	�
� � ���������-

���� ��������� ������
��. #���� ��� ��������$
�� !���� 
���-
������ %�������
%��. /���� �	������� ����$�� � ����� ��� ��� 
���������� %����������� (���� /  % %�������
%��� ���� ����� 
�������� � �n % ��%������� 
����������� ����
�. 

�	� ���� "�	� ���������� � 	�
��
�� �������
���� �n ���-

�����$����� 	�
��
�� �����������
�� � �����"�� A, �.�. ������-
��
�� f, ��������	����� �������	�
��� ������� ),,,( 21 nxxxx ��

�  
������ )(xfy ��

�  � ������
����� 

.
.............

,

2211

12121111

nnnnnn

nn

xaxaxay

xaxaxay

����

����

�

�
 

#����, ��� ���������� ����
���� (4.43), ����� ����� 

 ),(11 yxyxyx nn
��� ����/ . (4.48) 

���	��
� ������� 4.3, � �������
���� �n ���
� 
���� ������-

�	�
�� �����, � ������� f ��������� �� !����	�� 

 1 1 1 2 2 2, , , ,n n ny x y x y x� � �� � � � � �� � ��  (4.49) 

� ���
 !����	�
 nxxx ��� ...,,, 21  ����
�$��� ������
��� �������	�
�-
�� ������� x�  � �����

�� ������, � nyyy ��� ...,,, 21  – ������
��� ���-
���� ).(xfy ��

�  
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J���� ������	�����, $�� ��� �����
�� ������� 
��������
�, 
�.�. $�� ����� 
� ������ ������
�	�
��, 
� � ����
��������

��. 
9����	���, ��� �� �
���, � ����
��������

�� ������ ���	��
�� 
���������
�� �������� x�  � y�  ���
� ����� ���������
�� �
 ����-
��
�� � ���
������� 
�������, �� ������ (4.48) ����� �������� 

 .11 nn yxyx �������/ �  (4.50) 

� �$���� (4.49) ��	�$��� 

,1111 nn xxxx �������/ �� �  

�	� 
 .)()( 2

1
2

11 nxx �����/ �� �  

/����
��, $�� ����� ��� ��������$
�� !���� �� 
����	� ��-

�
�$�����; ��� �����

���� � ���, $�� ����������� $	�
� � ���-
������
��� ��������� ������
��. 

A���, �� ������	� �	������� �������. 

��#���� 4.4. "!��! %����������! (���� � ��%������ ��-
��������������� ����
� ����� �����
�� % %�������
%��� ����. 
4��((��������� ��� %�������� ���������� � ���� %�������-

%�� ���� ����!�
� 
��
������� �������� ������� A, ������!-
��� ������ %����������� (����. )�� ���� ����
, � %������ l 
��������� %�������
%�� ���, 
�
���� �� ������������� 
��
�-
������ ��%����� �������������� A. 

������ 4.4. 9������� � ��
�
�$������ ���� ��������$
�� 
!���� 

.262 2
221

2
1 xxxx ���/  

' � � � 
 � � .  ��

�� ��������$
�� !���� ����$��� �����"� 

��
�

�
��
�

�
�

23
32

A . 

*
� ����� �������

�� �
�$�
�� 11 
��  � .52 ��  9������ ��
�-

�$����� ��� ��������$
�� !���� ���
� 
������� �����: 

.)(5)( 2
2

2
1 xx ���
�/  
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/����� �����, � ������� !���� ����� ����� ���. �������

�� 
�
�$�
��� 1�  � 2�  ����$��� �������

�� �������:  

),1,1(1 
� tx�  )1,1(2 kx �
�

 ).0,( �kt  

��������������� ���
�$
�� �������

�� ������� ����� ��� 

�
�
�

�
�
� 
�

2
1,

2
1

1a� , �
�
�

�
�
��

2
1,

2
1

2a� . 

�	�������	�
�, !����	� ����� �����
 � 
���
 ������
�� ������: 

.
2

1
2

1

,
2

1
2

1

212

211

xxx

xxx

���
�

����
 

+�� !����	� � ��������	��� �������
�� ��

�� ��������$
�� 
!���� � ��
�
�$������ ����. 

3. ���#$ ��,���-� %��!�$���& )!�$����(�#� '#���  
) )��#��(��)#�� !�$� 

@��� �� ���������	� ������ �������
�� ��������$
�� !���� 
� ��
�
�$������ ���� ��� ������ �����������
�� ������
��, ��-
���

��� ����
���� � �������
���� �n � 
��������� ���"��	�
��� 

����
��������

��� ������. >�	� 
� ��������� ���� ��	�����, 
$���� ���������� � �������
���� �n ����� ��	 �������	�
� ����-


��������

��, �� ���
� ������� �
�$���	�
� ��	�� ������� ��-
��� �������
�� � ��
�
�$������ ����. *
 
��������� ������� 
"�������. 

9���� ��
� ��������$
�� !���� 

 "
�

�/
n

ji
jiij xxa

1,
 (4.51) 

�� ������

�
 1 2, , ..., .nx x x  
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9�����	���� �
�$�	�, $�� .011 �a  H���� ������, $�� ������
�� 

,)...(1 2
1212111

11
nn xaxaxa

a
F ����  

��	������� ���� ��������$
�� !�����, �������� � ��$
���� ��-
��� �� $	�
� � ������

�� 1x , $�� � ��

�� !���� l. 9������ 
���
���� F
/  ����� ��������$
�� !�����, ���������� 	��� 
������

�� nxx ...,,2 . *���
�$�� ��� ��������$
�� !���� $���� 

.1/  A���, 

.)...(1
1

2
1212111

11
/�����/ nn xaxaxa

a
 

@���	
�� �����������
�� ������

�
, ������	�
�
�� ����	�-

�� ��	
��� �������� �� ������

�� x1: 

 

,
    

,
,

22

12121111

nn

nn

xy

xy
xaxaxay

�

�
����

�

�

 (4.52) 

��	�$�� 

,1
1

2
1

11
/��/ y

a
 

��� 1/  ����� ������ ��������$
�� !����� �� ������

�
 

nyy ...,,2 . %������, $�� �����������
�� (4.52) ��������, ��� ��� �� 

��� ���
� �������� ������ ������

�� nxx ...,,1  $���� 
���� 

nyy ...,,1 . 

A���, 
�� ���	��� «��������» �� !���� l ������

�� ,1x  
��
��� 	��� � ������	���
��, $�� .011 �a  9���� ������ .011 �a  
&��
� �$�����, $�� 
��� �� ���
 �� ���!!�"��
��� naa 112 ...,,  ��-
	�$�
 �� 
�	� – � ������
�� �	�$�� !���� l ������ 
� �������	� 
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�� ������

�� 1x . 9����, 
�������, .012 �a  @���	
�� ����� 
«����������	�
��» ����
� ������

�
 

 

,
    

,
,
,

33

211

211

nn zx

zx
zzx
zzx

�

�
��

�

�
 (4.53) 

�������, �$����
�, ��������. @ ����	����� ����� ����
� $	�
 
21122 xxa  !���� /  ������ ��� 

2
212

2
1122121122112 22))((22 zazazzzzaxxa 
��
� . 

/� ��
� �� �	������
 2
1122 za  � 2

2122 za
  
� ����� ����������� 
� � 
��
�� �� �	������
, ��	�$�

�
 � ����	����� ����
� ����	�
�
 
$	�
�� !���� ,/  ��� ������ �� ���
 �	������
 �������� � ��$�-
���� �
�����	� 
��� �� ��
� �� ������

�
 ....,,3 nzz  #�� $�� � � 
�	�$�� 011 �a  � !���� l �����	�� $	�
 � ��������� ������

�� 

1z , $�� ���� ������
���� «��������» �� 
��, ��� ��	� ������
� 
��
��, $	�
 � ��������� 1z . 

#���� �������, �	� �����, �	� ���	� ����	
�
�� «��������-
��	�
��» ����
� ������

�
, �� !���� l ���
� «��������» 
$	�
 � ��������� ��
�� �� ������

�
: 

,1
2
11 /��/ y�  

��� !���� 1/  ������� �� ������

�
 nyy ...,,2 . ��	�� ����� �� 
����� «�����	���» ������� �� 1/  � �.�., ���� 
� ������ � ��
�
�-
$������ ����. 

:���(����.  9���� ��������$
�� !���� �������
� � ��
�
�-
$������ ���� 

 ).1,0(  22
11

22
11 ricycycycyc irrkkkk ���


���/ �� ��  (4.54) 
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@���	
�� ����	
���	�
�� �����������
�� 

,,,,,,
1

1
1

1

1
1

r

r
r

k

k
k

k

k
k c

zy
c
zy

c
zy

c
zy ����

�

�
� ��  

�������� ��������$
�� !���� (4.54) � �	�������� ����: 

 .22
1

22
1 rkk zzzz 


���/ � ��  (4.55) 

#���� ��� ��������$
�� !���� 
��������� ����������. *
 
����-
���������� ���, $�� �
������ � 
��� �������� ������

�
 ����� 
���!!�"��
�� �	�� �	� ��
�� ���
�"�. 

������ 4.5. 9������� � ��
�
�$������ ���� ��������$
�� 
!���� 
 .622 323121 xxxxxx 
��/  (4.56) 

' � � � 
 � � .  @���� ���������� � ���� !���� ��������� 
���-
����
�
 �� ����	
��� �
�$�	� «����������	�
��» �����������
�� 

33

212

211

,
,

zx
zzx
zzx

�
��

�

 

� �����"�� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 

�

100
011
011

P , 

���	� $��� ��	�$�� 

.8422 3231
2
2

2
1 zzzzzz 


�/  

#����� ���!!�"��
� ��� 1z  ��	�$�
 �� 
�	�, $�� �����	��� 
�� 
����	��� ������� ��
�� ������

��. @���	
�� ����
� 

,
,

,

33

22

311

zy
zy

zzy

�
�


�
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�� �������� /  � ���� 

 2 2 2
1 2 3 2 32 2 2 8 .y y y y y/ � 
 
 
  (4.57) 

%������, $�� �����
�� �����������
�� ����� ��� 

1 1 3 2 2 3 3,   ,   ,z y y z y z y� � � �  

��������������� ��� �����"� ���� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

100
010
101

Q . 

��	�� ���������� � !���� 

2 2
1 2 3 2 32 2 8 .y y y y/ � 
 
 
  

A���	���� ��	���

�� ���� ��������, ����	
��� �����������
�� 

2 2 3 3 32 ,   ,t y y t y� � �  

���	� $��� 
�
����  

2 2
1 2 32 6 ,t t/ � 
 �  

� �
�$��, 

 2 2 2
1 2 32 2 6 ,t t t/ � 
 �  (4.58) 

��� 1 1.t y�  

@ "�	�� ����
�� �� (4.57) � (4.58) ��������	����� ��� ������ 
�����������
�� 

1 1 2 2 3 3 3,   2 ,   ,t y t y y t y� � � �  

�	� �������� �����
�� ���� 

3332211   ,2  , tyttyty �
��  



 149

� ����� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

100
210
001

R . 

'���	��������� �����������
��, ���������� (4.56) ����� � 
(4.58), ����� ����� �����"�� ���������
�� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�

100
111
311

PQR , 

�.�. ������������ � ���� 

.
,
,3

33

3212

3211

tx
tttx
tttx

�

��
�
�

 

4. :�)#� ����A�� )!�$����(��� '#�� 

@ ���	�$���	�
�� $���� �������!� ������� 
� �	������� ��-
����. 9���� ��������$
�� !���� 

 "
�

�/
n

ji
jiij xxa

1,
 (4.59) 

�� n ������

�
 nxxx ...,,, 21  � ����	����� 	�
��
��� �����������-

�� �������
� � ��
�
�$������ ����, ������� ���
� �������� 
�	������� ������� (��
��, ��	�, 
��
�, 
�����"�� ������

�
): 

 ),1(  22
11

22
11 nlkybybyaya lklkkk ���


���/ �� ��  (4.60) 

��� ��� $��	� lk bbaa ,,,,, 11 ��  ��	�����	�
�. J���� � ���� �	�$�� 
��������, $�� ��
�
�$����� ��� �������� k ��	�����	�
�
 � l ��-
��"���	�
�
 ���������. /� ����� 	� �	�$�����, $��, ������� !��-
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�� l �����-�� ������ (���� 	�
��
��) �����������
��� ����-
��

�
 � ��
�
�$������ ���� 

 ,22
11

22
11 qpqppp zdzdzczc �� 


���/ ��  (4.61) 

��� $��	� qp ddcc ,,,,, 11 ��  ��	�����	�
�, �� �������� ����� ��-
��� �����"���, ����� pk �  �	� ql � ? *����������, $�� ����� ��-
	���
�� ���	�$�����. �������	��� �	������� �������, $���� 
�-
�������� «����
�� �
��"�� ��������$
�
 !���». 

��#���� 4.5. 5�
�� ������������� � ��
�� ������������� 
%�������� � %�������
%�� ����, % %������� ��������
� %�����-
������ (���� 
 ������! ���������� ��������� �������������� 
����������, �� ����
�� �� ������ ����� ��������������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� ��������$
�� !���� (4.59) ����� 
��������� �������
� � ��
�
�$������ ���� (4.60) � (4.61). #��  
��� ����
�� �� ������

�
 nxx ...,,1  � nyy ...,,1  ��������	����� � 
������� ���������� 	�
��
��� �����������
��, �� �� ��	�
� 
����� 

  .
1
"
�

�
n

j
jiji xmy  (4.62) 

E
�	���$
� 

 .
1
"
�

�
n

j
jiji xrz  (4.63) 

9�����	���� ������, $�� pk ) , � ���������� ������� ����
�
�� 

   ,0,  ,0,0,  ,0 11 ���� � npk zzyy ��  (4.64) 

��� ������ qppk zzyy �� ,  ,,,  , 11 ��  �������	�
� �
 ������
�� �� 
(4.62) � (4.63). +�� – ������� 	�
��
�
 ��
����
�
 ����
�
�� ��-

�����	�
� ....,,1 nxx  9�� ���� $��	� ����
�
�� � 
�����

�� ���-
����, ���
�� n + k – p, ����� ������ ��
��� n. 9� ������
�� �����-
�� �� ��
����
�
 �������
 ����
�
�� �������	�
� ���������� 
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�
�	���� ����
�� )...,,( 00
1

0
nxxX �  ������� (4.64). 9�������� ��� 

�
�$�
�� nxx ...,,1  � (4.62) � (4.63), ��	�$�� 
�������� $��	� 
00

1 ,, nyy �  � .,, 00
1 nzz �  K$������ (4.64), ����� ����� �� ���
 ���-


�
 ������
�� (4.60) � (4.61) �	� !���� ,/  $�� 

� � � � ,)()( 2020
11

2020
11 pplklkkk zczcybyb ���


 ���� ��  

������ �$����
�� ������� �	�����, $�� ��� $��	� 00
1 ...,, lkk yy ��  � 

00
1 ...,, pzz  ���
� 
�	�. #���� �������, ������ �� $���	 00

1 ,, nzz �  

���
� 
�	�. +�� ��
�$���, $�� ),,( 00
1

0
nxxX ��  ��	����� 
�
�	�-

��� ����
��� ������� 

.0,  ,0,0,  ,0 11 ���� � npp zzzz ��  

/� ��� 
�������
�, ��� ��� 	�
��
�� �����������
�� (4.63) ��	�-
���� ���������, �, �
�$��, 
�
�	���� �
�$�
��� nxx ...,,1  �������-
������ ��	��� 
�
�	���� �
�$�
�� ;...,,1 nzz  ��� ����� 
�
�	���� 
����
�� ������� (4.64) 
�������
�. 

7 ������ �� ���������$�� ������, ��	� ������	���� .pk �  
A���, pk � . E
�	���$
� ������������ ����
���� .ql �  #������ 
������
�. 

5. �#�#-����;�# #%��$������� )!�$����(��� '#���. 
=������� ���;!����� 

7�������$
�� !���� l �� ������

�
 nxxx ...,,, 21  
��������� 
������������, ��	� 0)...,,,( 21 �/ nxxx  ��	��� � �	�$�� 

.0...,,0,0 21 ��� nxxx  >�	� ��� ���� 0)...,,,( 21 �/ nxxx  
( 0)...,,,( 21 )/ nxxx ) �	� ���
 ����	�
�
 
������ nxxx ...,,, 21 , �� l 

��������� ������������ ������������ (�����������

� ������-
������ ������������) ��������$
�� !�����. 
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*$����
�, $�� ��	� l – ��	�����	�
� ������	�

�� ������-
��$
�� !����, �� ��������$
�� !���� F, ������	�

�� ����
���-

���  
 ,/
�F  (4.65) 

��	����� ����"���	�
� ������	�

��. 
'�����
���, ��	����� 	� !���� l ��	�����	�
� ������	�

��, 

���
� �� �� ��
�
�$������ ����. >�	� ���	��
�� �������� ����� 

 ,22
11 nn yaya ���/ �  (4.66) 

��� ��� $��	� naa ,,1 �  ��	�����	�
�, �� !���� l ����� ��	���-
��	�
� ������	�

��; �����
�, ��	� l ��	�����	�
� ������	�
�, 
�� �� ��
�
�$����� ���, �$����
�, ��������	��� ����� ����� ��-
	�����	�
�
 ���������. 

&��
� 	�, ��
���, 
� ������� l � ��
�
�$������ ����, ��
���, 
����� 	� �
� ��	�����	�
� ������	�

��? ���������� ������� ���-
����$����� ��������, �����	����� �������� 
� ���� ������. 

9���� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 

– �����"� ��

�� ��������$
�� !����. K�	������ 
������� ����-
���� �������� �����"� A ������	���	� 

 ,

...
............

...

...

,,,

21

22221

11211

2221

1211
2111

nnnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa

aa
aa

a �&�&�& �  (4.67) 

�����	���

��, ��	� ���
� ��� �������, � «	���� ���

�� ��	�» 
�����"� A. 

�������	��� �	������� �������. 
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��#���� 4.6 ()������� ���;!�����). 4����������� (���� 
l ����� � ����%� ����� ������
� ������������ ������������, 
%���� �
� ������� ������ �� ������� 
����� ������������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9�	�����	�
���� ��
���� n&& ,,1 �  ��-
��� ���������� �
���"��� �� n. 

9�� n = 1 ���
����

�� ��	���� ��
���� !���� 2
11xa�/  

��	����� ;111 a�&  ��	�����	�
�� ������	�

���� !���� /  ���-

��
�$
� ��	�����	�
���� 11a . 

�������� ������, $�� ��������
�� ������� �������	��� �	� 
��������$
�
 !��� �� n – 1 ������

�
, � � ���� ������	���
�� 
������� ��� �	� ��������$
�� !���� �� n ������

�
. 

A���, ����� ��
� ��������$
�� !���� 

.
1,

"
�

�/
n

ji
jiij xxa  

9��������� �� � ���� 

,2 2

1
1 nnn

n

i
niin xaxxa ��/�/ "

�

 

��� "



�

�/
1

1,
1

n

ji
jiij xxa  ���� ��������$
�� !���� �� ������

�
 

....,,, 121 
nxxx  9�� 0�nx  ����� ����� ,1/�/  ������� �� ��	���-
��	�
�� ������	�

���� !���� l �	����� ��	�����	�
�� ������-
	�

���� .1/  K�	���� ��
��� !���� 1/  ��������� � ��	����� 
��
����� 11 ,, 
&& n�  !���� l, ������� �� ������	���
�� �
���-
"�� �	�����  
 .0,,0 11 �&�& 
n�  (4.68) 

9�	�����	�
���� ��
��� An �&  �������� �� �������� ���- 
�����
��. &� �
���, $�� ��� ����
� ������
�� �����"� A ������-
��$
�� !���� ������������� � �����"� 

,APPA T��  
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��� P – �����"� ����
��� �� 
���
 ������
�� � ������. 9����
�� 
������� �� ������	���	� ���������
�� �����", ��	�$�� 

 APPAPA T 2��� , (4.69) 

�.�. A  � A�  ����� ���
 � ��� �� �
��. /� �	� !���� 

,22
11 nn yaya ���/� �  

� ������� l ���������� �����������
��� ������
��, ��
�� 
An ��&� , ���
�� ���������
�� naa �1 , ��	��� 
�	�; �
�$��, �
 

��	�����	�
 � �	� ��
��
��� ���� !���� l. �����	�� ���� ��� 
������

�� ��
�� 
�����
���� (4.68), ��	�$��� ���������. #������ 
������
�. 

A� ��

�� �������, ���
���� �� �
���
�� (4.65), 
�����
� ��-
	�$��� ����� �	�������. 

���$��!��.  &�� ���� ����� %����������� (���� ���� ��-
���������� ������������, ���������� � ��
�������, ����� ���%� 
������� ������� ����������
�, ������ :01 )&  

 �,0,0,0 321 )&�&)&  (4.70) 

������ 4.6. *�����	���, ��	����� 	� ��	�����	�
� �	� ��-
��"���	�
� ������	�

��� ����$��	�

�� 
��� ��������$
�� 
!����: 

�) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 2 4 ,x x x x x x x x x� � � � �  

�) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 35 7 2 2 6 ,x x x x x x x x x
 
 
 � 
 �  

�) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 32 5 4 8 .x x x x x x x
 
 � � 
  

' � � � 
 � � .  �. &����"�� ��������$
�� !���� ��	����� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

521
252
122

. 



�	� 
��  

� � .025
521
252
122

,06
52
22

,022det 321 ���&���&���&  

9������ ��

�� ��������$
�� !���� 
 ��	�����	�
� ������	�

��. 
�. ��������������� �����"� ���
� 

.
731
351
111

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










 

@�$��	�� ��	���� ��
���:  

� � ,04
51
11

,011det 21 ��





�&)
�
�&  

,020
731
351
111

3 )
�










�&   

��� $�� �� �������� ��	������� ��

�� ��������$
�� !���� 
 ��-
��"���	�
� ������	�

��. 

�. &����"�� ��

�� ��������$
�� !���� ��	����� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










504
022
421

. 

�	� 
�� .022,02,01 321 ��&)
�&)
�&  9� �������� ��	���-
���� ��������$
�� !���� 
� ��	����� 
� ��	�����	�
�, 
� ����"�-
��	�
� ������	�

��. 
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����� 5  

��
���?����X�
� �����?
 
� ����	�
� Y=
�
��O��=�� �
@��� 

§ 5.1. �#*��!����� !�)�#�� ��#���A����;��� �����A 

*����

���� �����"� 8 � ����	� �����
����
�� ������	�, � 
����� � �����
 ���
���$����
 ����	�
, ������� � ���, $�� ��� �	�-
��
�� ���
 �����" 
�����"���	�
�. @ ���� �	�$�� �������, $�� 8 – 
��������������� �����"�, � ����� .0 A  ����� 
�����"���	�
�
 
�����" ����	��� ������������� �����"� ,0�A  ��� �	���
�� 
������
 ������ ��	��� 
�	�.  

@ ����	� �����
����
�� ������	� �� ���� ��	�����	�
�� 
�������

�� �������. /����
��, $�� ������ x�  
��������� ����-
��������� (���������������), ��	� ��� ��� �����
�
�� xi > 0 
(�����������

� xi  0).  

9���� A – 
�����"���	�
�� �������
�� �����"� � 8�  – �����-
��	�
�� �� ����	� �������

�� �
�$�
��. #���� �������	��� �	�-
������ �������. 

��#���� 5.1 (T�#*������ – ����#��). 
1. 8�  – ���
���������� ��������������� ��
��. #���
����� 

��������������� 
��
������� ��%��� ,Ax�  
������
���!��� 
������� 
��
�������� �������!. 

2. 1
�� 8 > 0, �� 08� �  � 
���
����� ������������� 
��
�-
������ ��%���, 
������
���!��� 
��
�������� �������! .8�  

��������	����� ��������
�� 1 � ����� �	�$�� ��������� 
� 
�����. #�� 
� ��
�� �	� 
���������
%�� 
�����"���	�
�
 �����" 
��������
�� ������� 	���� ���������. ���������	�
�, 	���� ����-
����, $�� � ���� �	�$�� �������	�
�� �������

�� �
�$�
�� �����-
"� A ��������� � ���������� ��������$
�� !�
�"�� 
� � � �xxAx ���

,��  
� ���
�$
�� �!��� { , 1}.n nS x x� # �
� ��  9�	���� 
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.1,,1,1 T

nnn
x �

�
�

�
�
�� ��  #���� � � ,1,

n

a
x

n

ji
ij"

��
�

�  ������� ����	
����� 


�����
���� 

 .1,

n

a
n

ji
ij

A

"
� �  (5.1) 

A� (5.1) �	�����, $�� �	� 	���� 
�����"���	�
�� ��������$�-
���� �����"� A � 0 .0�A�  

:���(����.  @ ����� �	�$�� 
�����
���� (5.1) 
� ����	
���-

��. @ ��$����� ������� ���
� �������� �����"� ��
�

�
��
�

�
�

00
10

A , �	� 

������� .0�A�  


%��$������.  '�%
�������� �� �����! 
��
������� �����-
��� �A ��������������� ������� A ��������
� �
���� /����-
�
��� ������� A, � 
������
���!��� ��� ��������������� 

��
������� ��%��� Ax�  – ���
���� /�����
��� ��� A. 

������ 5.1. '��������� ��	�����	�
�� �����"� 

��
�

�
��
�

�
�

23
32

A . 

K 
�� ������� ��� �������

�
 �
�$�
��: $��	� l����
���� 
,5�A�  �������� ������������� �������

�� ������ � �TA tx 1,1�

�  
(�
 ��	����� �������� l����
���� �	� t > 0), � �������

�� �
�$�-

�� �2 = –1 � �������

�� �������� � �Ttx 1,1
�

�  (t � 0). *$����
�, 
$�� ����	
����� 
�����
���� 2�� �A . 

������ 5.2. 9���� 

��
�

�
��
�

�
�

32
01

A 0*
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K ��

�� 
�����"���	�
�� �����"� ��� �������

�
 �
�$�
��: 
�A = 3 – $��	� l����
���� � �������

�� �������� � �TA tx 0,1�

�  
( 0 Ax�  ��� t > 0) � �������

�� �
�$�
�� �2 = 1, �������� �������-

������ �������

�� ������ � �Ttx 1,1
�
�  (t � 0). 

:���(����.  #�� ��� �������

�� �
�$�
�� �����" A � AT 
���������, $��	� l����
���� �����"� � �� ���
���
�����

�� 
�����"� ���
�. 9���� Ap�  – ������ l����
���� �����"� AT,  ����� 

 .AAA
T ppA ��

��  (5.2) 

#��
���
���� ��� ����
����, ��	�$�� 

 .T
AA

T
A pAp ��

��  (5.3) 

9������ ������� T
Ap�  � Ax�  �
���� 
������� �����������

� ����� 

� ������ ��������� l����
���� �����"� A. 

���$��!��.  )������������ 
��
������� ��%��� x�  ����-
����������� ������� A ������
� �� ��%����� G�������
�. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  *���
�$�� $���� 	 �������

�� �
�$�-

��, �������� ���
��	���� ������ ;x�  �	�������	�
�, ����	
�
� 
����
���� 

.xxA ��
	�  

K�
���� ��� �	��� 
� T
Ap�  � �$������ (5.3), ����� 

,xpxAp T
AA

T
A

����
��  

��� $�� 
.xpxp T

AA
T
A

����
�	 �  

9����	��� �� ��	���� x�  > 0, �� ,0�xpT
A
��  ��� $�� 	 = �A, $�� � ��-

��
$����� ��������	�����. 
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���$��!��.  2�%��� G�������
� ������������� ������� 
��������� ���������� 
 �����
��! �� ��������� �� ������-
������� ��
��. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� � �Tnxxxx ,,, 21 ��
�  � 

� �Tnyyyy ,,, 21 ��
�  – ��	�����	�
�� �������

�� ������� ��	�-

����	�
�� �����"� 8. '��������� � ��
���
�� 

 ,
1

1

x
y  ,

2

2

x
y  ..., .

n

n

x
y  (5.4) 

9���� 
k

k

x
y

�	  – 
����
���� (�	� ��
� �� 
����
���
) ����� 

��
���
�� (5.4). #���� �	� i-� (i = 1, 2, ..., �) ������
��� ������� 
xyz ��� 	
�  ����� 

.0 ��
�

�
��
�

�

�
�

k

k

i

i
ii

k

k
ii x

y
x
yxx

x
yyz  

�	�������	�
�, .0 z�  7�� ��	� ������
� ����, x�  � y�  ���-

��	���� �������

��� �
�$�
�� ,8�  ������� 

.zxyxAyAzA AAA
������ �	��	 �
�
�  

*����� �	�����, $�� 	��� 0,z ��  	��� z�  – 
�����"���	�
�� 
�������

�� ������ �����"� 8. >�	� 0,z ��  �� 0,z ��  $�� �������-
��$�� ����
���� 

0.k
k k k k k

k

yz y x y x
x

	� 
 � 
 �  

9������ 0z ��  � .xy ��
	�  

*���
�$�� $���� r�  ������-���	��", ������
��� ri �������� 
���� ����� �	���
��� i-� ������ �����"� A, � $���� s�  ������-
������, ������
��� sj �������� ���� ����� �	���
��� j-�� ���	�"� 
�����"� A. '��������� ����� ������-���	��" � � ,1,,1 Tl �

�
�  ��-

������� �� ��
�
 ���
�". #���� ����	
����� ����
���
�� 
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 ,lAr
��

�  (5.5) 

 .Als T
��

�  (5.6) 
*���
�$�� ����� 

 r = min ri, R = max ri, s = min si, S = max si. 

#���� �������, ����	
����� 

��#���� 5.2. 5�
�� G�������
� �A ��������������� �����-
�� A ������������� �������
���� 

 �) r � �A � R; (5.7) 
 �) s � �A � S. (5.8) 

1
�� % ���� �� ������� A ������������, �� �
� �������
��� 

������, �� �
%�!������ 
�����, %���� r = R ��� s = S. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  @������ � ��$����� ������� l����
���� 
Ax�  ������, ����� ������
�� �������� ���
� ���
�"�, �.�. 

 .1�A
T xl �
�

 (5.9) 
9� ������	�
�� ����� 

.AAA xxA ��
��  

K�
���� ��� ����
���� �	��� 
� Tl
�

 � �$������ (5.6), ��	�$�� 

� �A
T

AA xlxs ����
�� . 

9������ 

.2211 nnAA xsxsxsxs ����� ���
�  

*����� �	�����, $�� 

 � � � �nAn xxSxxs ������ �� 11 � . (5.10) 

K$������, $�� ����� ������
�� ������� Ax�  ���
� 1, �� 
�����
��-
�� (5.10) ��	�$��� (5.8). /�����
���� (5.7) ��	�$����� �
�	���$-

��� ��������
���� � ����
�� �����"� A 
� AT. 
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���$��!��.  1
�� �
� 
���� 
���% (
�������) ��������-
������� ������� A ����� ������ � ���� �� ��
�� � (�.�. R = r = � 
�	� S = s = �), �� ��
�� G�������
� �A ����� �. 

������  5.3. �	� �����" 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

1002
2312
2311
1041

A , 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

102
021
111

B  

����� �A = 6 (��� ��� ����� �� ���	�"�� ���
� 6) � �B = 3 (����� 
�� ������� ���
� 3). 

§ 5.2. <�����#!�� �#$��� 

1. �#$��; ��#��;�!� ��#,##������!#� I)#�#��)� 

+!!�����
�� ����
�� 
����
��� 
�������� ������	����� 
�	�-
$�� �����
� ����� ����	�
��� �����	���. 7����� �����	� ��� 
���� ��������� ������: � ��
�� �����
�, ��� �����������	� 
���-
����� ������"��, � � ������ – ��� ���������	� ���������, ������-
�������
 ������� �����	���. �	� 
��	��
��� ������
�� �����-

�� ����� ����� �����	��� ��	������� ������	�

��� ���� ���	�-
"��� – ��� 
���������� ���	�"��� ��������	����� ��	�
��.  

A��� ����
 ���	�" ��	� �!����	�����
� � ������
 ��������
 
���
�������, � ������ ���	�"� ����	�����
� `�K � 1926 �. *�
��� 
���	
� �������� ��������$����� ����	� ��������	����� ��	�
��, 
����������� ������� ������
���� �
�	���, �����	��� ����� 
(1936 �.) � �����
 �������
����� ���
������ @. H��
�����1. @ ��
-

�� �
��� ��	������� 
����	�� ������� �����
� ����� ����	�, ��-

��
�����, ��
���, �� ��
��
�� ��������$����� �������
��. 

J���� ������	�����, $�� ��� ������������ �!��� 
����
��� 
�-
������� ������� 
� 
�������� $��	� n �����	��, ������ �� ������
 
���������� ���� ��
����
�� �������, ���$�� ���
�� �����	� ���-
                                                        

1 @. H��
���� ����������	 � �\E �� ���' � 1925 �. @ 1963 �. ��� ��	� 
��������
� /���	������ ������ �� ������ � ��	���� ���
�����. 
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������� ���
�� ��������. '���������, ����� ��������	�
�� �� ��-
���	� ��	����� � �
�$���	�
�� ���� �������"���, ��� ��� � ���	�-

�� ���
����� ���� 
� ����	�
�� ����������� ������������  
�
�$���	�
�� ���
�������� ����������� ������"��. *�
��� ����-
����	�
�� �� �����	� � �����

�� ���� ����	� (��� «$�����»  
�����	�) ��� �� ��	��
�, ��� ��� �
� �����	��� �������� �
�	�� 
�	��������� ��

�	���$����� ��������� 
����
��� 
��������, 
���$��� !�
�"��
�����
�� 
����
��� 
�������� «� ������ ���-
�	���
��». 

A���, ������	�����, $�� ������� n ���	�$
�
 �����	�� $1, ..., $n, 
������ �� ������
 ���������� ���� �������. @ ��	�
����� ��-
���	� $i ����� ������� 
������� «i-� �����	�». @ ���"���� �����-
������� ������ �������� ������ �����	� 
�������� � ������"�� 
�����
 �����	�� (������������

�� ������	�
��). J���� ����� 
��$� � 
�������� ������	�

�� ���������� �����
� [T0, T1] 
(���$
� ����� ����������� �	���� �	�
���� ���) � ������ �	�-
������ ����
�$�
��: 

xi – ����� ��C�� ������"�� �����	� i �� ��

�� ���������� 
�����
� – ��� 
��������� ������� ����
% �����	� i; 

xij – ��C�� ������"�� �����	� i, ���
������� �����	�� j � ���-
"���� ������������; 

yi – ��C�� ������"�� �����	� i, ����
��
�$�

�� � ������	�-

�� � 
�������������

�� �!���, – ��C�� %�������� �����������.  

+��� ��C�� ������	��� ���$
� ��	�� 75% ���� ���������

�� 
������"��. @ 
��� �
���� ����������� � 
�������� ������, 	�$
�� 
������	�
�� ������
, ������$�
�� ��������

�
 ������
����� 
(��������
��, 
����, �������
��
�
��, �������� �
!����������� � 
�.�.), �������� 
� �������. 

K����

�� ��	�$�
� ���
� ������ � ���	. 5.1. J�	�
����� 
�-
������ ���� ���	�"� ���������� � ���, $�� ��� 	���� i = 1, ..., n 
��	�
� ����	
����� ����
���
�� 

 1 2 ,i i i in ix x x x y� � � � ��  (5.11) 

��
�$�����, $�� ��	���� ������ xi ���
������� 
� ������������
-

�� ������	�
��, ���
�� 1 2 ,i i inx x x� � ��  � 
�������������

��, 
���
�� yi. J���� 
������� (5.11) 
�����
������ �����
�. 
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 #��	�"�  5 .1  

9�����������

�� 
������	�
�� 

7�
�$
��  
������	�
�� 

@�	����  
������ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

x x x
x x x

x x x

�
�

� � � �
�

 

1

2

n

y
y

y
�

 

1

2

n

x
x

x
�

 

>��
�"� ������
�� ���
 �����

�
 ��	�$�
 ����� ���� �	� 

�����	�
��� (���������, ��

�, �����, ��	�����-$��� � �.�.), 
�	� ��������
���; � ����������� �� ����� ���	�$��� ��������-
��� � 
�����
���� ��������	���� ��	�
��. �	� ������	�

���� 
� ��	�
����� ����� ����� � ���� (��	� 
� �������
� ������
��) 
��������
�� ��	�
�. 

@. H��
����, ������������ �������� �������
���� ���
����� � 
30-� ���� XX ����, ������	 �
���
�� 
� ���
�� ��������	�����, � 

���

� 
� ��, $�� ��	�$�
� 
j

ji
ji x

x
a �  �������� ������

��� � ��-

$�
�� ���� 	��. +�� ����	��	������� ������
�� ������
����� ��-
��	������� ��

�	����. 

@ ������������ �� �����

�� ���	��� ����� ������
��: �	� 
������� 	����� ��C��� xj ������"�� �����	� j 
���
����� �����-
���� ������"�� �����	� i � ��	�$����� aijxj, ��� aij – ������

�� 
���!!�"��
�. 9���� ������, �������	�
�� �������� ������"��-

�	�
� ��C��� ������������ ������"��. +�� ������
�� �����	�-
����, ��� �������, �������
�� ������������ ��

�	����. 9��
-
"�� 	�
��
���� ����������
��� � 
� ������ ���� �������� (
�-
������, 
� ��	��� �����), � ����� 
� 
�������
�� �����	�. 

A���, ���	��
� �������� 	�
��
���� ����� 

 xij = aijxj  (i, j = 1,..., n). (5.12) 

7��!!�"��
�� aij 
������� %��((��������� ������ ������ 
(���!!�"��
���� �������	��������). 

9������	�� ����
���
�� (5.12) � ����
�
�� ��	�
�� (5.11), ��	�-
$�� ������� n 	�
��
�
 ����
�
�� ��
�����	�
� ������

�
 

:,,, 21 nxxx �  
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�	�, � �����$
�� ������, 
 ,yxAx ���

��  (5.13) 

��� 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

x
�

� 2

1

, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

ny

y
y

y
�

� 2

1

. 

@����� x�  
��������� ��%����� �������� ����
%�, ������ y�  – 
��%����� %�������� �����������, � �����"� 8 – �������� ������ 
������. ����
���
�� (5.13) 
��������� ���������� ��������� 
�������
������ �����
�. @����� � ��	���

�� �
��������"��� 
�����"� 8 � �������� x�  � y�  ��� ����
���
�� 
������� ����� 
������! "��������. 

K���
�
�� ��������	����� ��	�
�� ���
� ����	������� �	� 
"�	�� �	�
�����
��. @ ���� �	�$�� ����$� �������� ���: �	� ����-
�������� �	�
����� ������� [T0, T1] �������� ������ y�  ��
�$
��� 
������	�
��, ��������� ������	��� ������ x�  ��	����� �������. 
9���� ������, 
��
� ������ ����$�: ���	��� �	����� ���������� 
������"�� ���	�$
�
 �����, $���� ������$��� ����

�� �����
� 
��
�$
��� ������	�
��? @ ���� �	�$�� 
���
����� ������ �����-
�� 	�
��
�
 ����
�
�� (5.13) � 
�������
�� �������� x�  ��� ��-
��

�� �����"� 8 � ����

�� ������� y� . 9�� ���� 
��
� ����� � 
���� �	������� �����

���� ������� (5.13). 

1. @�� �����
�
�� �����"� 8 � ������� y�  
�����"���	�
� 
(��� �������� �� ���
���$������ ����	� 8 � y� ). �	� ��������� 
����� �������� � 
�����"���	�
���� ����� �����"� 8 � ������� y�  
� ���������� ��� ���: ,0 A  .0 y�  
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2. @�� �����
�
�� ������� x�  ����� ��	�
� ���� 
�����"�-
��	�
���: .0 x�  

:���(����.  *������ �
���
�� 
� ����	 ���!!�"��
��� aij 
�����
 ������ � �	�$�� ��������
��� (� 
� 
�����	�
���) ��	�
��. 
@ ���� �	�$�� �� (5.12) ���
�, $�� aij ��������� �� �
�$�
��� xij ��� 
xj = 1 (1 ���.).  

#���� �������, aij ���� ��������� ������"�� �����	� i, �	�-
��

�� � 1 ���. ������"�� �����	� j. *�����, ����� ���$��, ���-

�, $�� ��������
�� ���
�� �� ����
�
�� � 
�����	�
�� ��	����� 
��	�� �������� ������
������. 9�� ����� ���
��� ��� 
������-
��	�
� ������������� “$�����”, �.�. ��
������������ �����	�. 
@��� � � �	�$�� �
�������������
 �����	�� ���� ���
� �������� 
� (��������
��) ��	��� ��
�� �����	� � ������ 1 ���. ������"�� 
������ �����	��; ������, � ��	��� ������	�

�� �!��� � ������ 
1 ���. ��	����
��������

�� ������"�� �	� � ��	��� ������	�
-

�� ������ E (������������ ������� ������������) � ������ 1 ���. 
������"�� ������ @ (������������ ��������� ������	�
��). @��-
��� � ��� 
��� ��
�����, $�� �	�
�����
�� ���	�$���	�
� � ����-
����
�
 ��	�$�
�
 ����� 	���� �������� � �����	�
�� ������� 
�������	�
�-��

�$������ �
����
��. 

2. ��#$�)��!��� �#$��� ��#��;�!� 


%��$������.  '������ 0 A  ��������
� ������

����, �
-
�� ��� �!���� ��%����  0 y�   
���
����� ��
����  0 x�   ��������� 

 .yxAx ���
��  (5.14) 

@ ���� �	�$�� � ����	� H��
�����, ������	����� �����"�� 8, 
���� 
��������� ���������
��. ������� �	�����, ����	� ������-
���
�, ��	� 	���� ��
�$
�� ������	�
�� y�  ���
� ������$��� ��� 
���
������ ��	���� ������� .x�  

K���
�
�� H��
����� (5.14) ���
� �������� �	������� �������: 

 � � ,yxAE ��
�
  (5.15) 
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��� 1 – ���
�$
�� �����"�. @��
�����, ��������

�, ������ �� ��-
����
�� �����"� 1 – 8. 9�
��
�, $�� ��	� �����
�� �����"�  
(1 – 8)–1 ����������, �� �� (5.15) �������� 

 � � .1 yAEx �� 

�  (5.16) 

��#���� 5.3 (%��!�� )������� %�#$�)��!�#���). '������ 
0 A  �����%����� ����� � ����%� �����, %���� ������� 

� � 1

 AE  
���
����� � ��������������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . >�	� �����"� � � 1

 AE  ���������� � 
�-
����"���	�
�, �� �� (5.16) ����� �� �	����� ���������
���� �����-
"� 8. 

*����
�, ����� �����"� 8 ���������
�. '��������� �	����-
��� ������� ����
�
��: 

� � ,1exAE ��
�
  � � ,2exAE ��

�
  ..., � � ,nexAE ��
�
  

��� ,1e�  ,2e�  ..., ne�  – ���	�"� ���
�$
�� �����"�. 7����� �� ���
 
������ � ��	� ���������
���� �����"� 8 ����� 
�����"���	�
�� 
����
��, �.�. ���������� ����� ������� (���	�"�) 1c�    0, 2c�    0, 
..., nc�    0, $�� 

 � � ,11 e
AE ��
�
  � � ,22 e
AE ��

�
  ..., � � .nn e
AE ��
�
  (5.17) 

*���
�$�� $���� C �����"�, ������	�

�� �� ���	�"�� ,1c�  ,2c�  
..., .nc�  #���� ������ � ����
��� (5.17) ���
� 
������� ��
�: 

(E – A)C = E. 

�	�������	�
�, �����"� 1 – 8 ����� �����
�� #, ���$�� #   0. 
#������ ������
�. 

������ 5.4. A��	������� 
� ���������
���� �����"� 

��
�

�
��
�

�
�

3,09,0
6,02,0

A . 
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' � � � 
 � � .  @ ��

�� �	�$�� 

��
�

�
��
�

�





�


7,09,0
6,08,0

AE . 

/���
������ ��$��	�
�� ����������� $�����	� �������� ��-
��������	�
�. 9�	�$��� �����"� (1 – 8)–1, ������� ���������� � 
���
� 

��
�

�
��
�

�
4045
3035

. 

&� �����, $�� ��� �����"� 
�����"���	�
�. �	�������	�
�, 8 ���-
������
�. 

9�
���� $��	� l����
���� 
�����"���	�
�� �����"� �����	�-
�� ��-������� ������ ����$� ������	�
�� �� ���������
����. 

��#���� 5.4 (!�#�#� )������� %�#$�)��!�#���). +�����-
��������� %��������� ������� 8 �����%����� ����� � ����%� 
�����, %���� �� ��
�� G�������
� ����
� �������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� 
�����"���	�
�� �����"� 8 ���-
������
�. #���� �	� 	����� 
�����"���	�
��� ������� y�  ������-
���� ����
�� x�   0 ����
�
�� (5.14). 9���� ,0�y�  �����, �$����-

�, .0�x�  K�
���� ����
���� (5.14) �	��� 
� 	���� ������ l����-

���� 3

8p�  � �$������, $��  

 ,T
AA

T
A pAp ��

��  (5.18) 
��	�$�� 

� � ,xpypxp T
A

T
A

T
AA

������
���  

�	� 
� �� � .1 ypxp T

A
T
AA

����
�
 �  

#�� ��� 0 3
8p�  � ,0�y�  ,0�x�  �� ,0�yp3

8
��  .0�xp3

8
�  9������ �� 

���	��
��� ����
���� ��������, $�� 1.8� )  
*����
�, ����� 
�����"���	�
�� �����"� A ����� $��	� l��-

��
���� 1.8� )  9������, $�� �
� ���������
�. @������ 
�����"�-
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��	�
�� ������ y�  � �������, $�� � ������� (5.14) ���������� ��-
��
�� .0 x�  

'��������� �	������� 
�����"���	�
�� �����"� �������  
(n + 1) � (n + 1): 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

1000

~

21

222221

111211

�
�

�����
�
�

nnnnn

n

n

yaaa

yaaa
yaaa

A , 

��� aij – �	���
�� �����"� 8 � y1, ..., yn – ������
��� ������� .y�  @ 

��	�� �������
�� !���� �����"� A~  ���
� �������� ���: 

��
�

�
��
�

�
�

10
~ yA
A

�
. 

K�
���� ��� �����"� �	��� 
� ������ Tp�  = (0, ..., 0, 1), 	���� ���-
������, $�� 

.~ TT pAp ��
�  

�	�������	�
�, ��
�� �� �������

�
 �
�$�
�� �����"� A~  ��	�-
���� .1��  

9���� ������ X = (x1, ..., xn, xn+1) = � �1, ,nx x �
�  ��	����� �������
-


�� �������� �����"� ,~A  �.�. .AX X���  @ ��	� ������	�
�� ���-
��"� A~  ��� ���
���	�
� ����, $�� 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

�� 1110 nn x
x

x
xy8

���
� , 

�	� 

 
�
�
�

�
�
�

��

�

.
,

11

1

nn

n

xx
xxyxA

�
�
���

 (5.19) 
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>�	� 1,� �  �� �� ������� ����
���
�� ������� (5.19) �	�����, $�� 
��+1 = 0, � ��	� $��� ������ ����
�
�� ������ ��� .xxA ��

��  �	���-
����	�
�, �  – �������

�� �
�$�
�� �����"� 8 �, �� 
����� 
������	���
��, 1.� )  #���� �������, 18� ��  ��	����� ��	���-
��	�
�� � �������	�
�� �� ����	� �������

�� �
�$�
���, �	�-
������	�
�, ��	����� $��	�� l����
����. 9� ������� l����
����-
9����
� � �����"� A~  ���������� 
�����"���	�
�� �������

�� 
������ � �,, 1~ �� nAA xxx ��  ��������������� 1.8� ��  *$����
�, $��  

1 0,nx � �  ��� ��� � ������
�� �	�$�� �� (5.19) �	�����	� ��, $�� 
.xxA ��

�  E ��� ���������$�� ����, $�� $��	� l����
���� 1.8� )  
9������ �� ����� �$�����, $�� ��+1 = 1 (�$����
�, $�� ������ 

1�nx
x�  ����� ��	����� �������� l����
����). #�� ��� ��+1 = 1, ��-

��
���� (5.19) ���
����� ��� 

.8 AAx y x� �
� � �  

9����	��� � � ,0, 1~  � �nAA xxx ��  �� .0 Ax�   
�	�������	�
�, �����"� 8 ���������
�. 

���$��!��.  1
�� ��� ��������������� ������� A � ��%���-
���� �������������� ��%���� (y�  ��������� (5.14) ����� ������-

��������� ��
���� (x� , �� ������� A �����%�����. 
� � � � � � � � 	 � � � � � .  7�� ��	� ��� ������
�, �� ����������
�� 

��	�����	�
��� ����
�� (y�  ����
�
�� (5.14) �	�����, $��  
�A < 1 (��. (5.19)). /� ��
���
�� ������� 5.4 �����"� A ���������
�. 

������ 5.5. 9������� ���������
���� �����"� 

0,1 0 0,6
0,2 0,7 0
0,4 0,2 0,3

A
� �
� �� � �
� �
� �

. 

' � � � 
 � � .  ����� �	���
��� ������� ���	�"� ��
��� ���
�-
"�. ���	��
� ������� 5.2 �A < 1. %
�$��, 8 ���������
�. 
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������ 5.6. @���
���, ��� ����
 �
�$�
��
 � > 0 �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

967
012
021

a8  

����� ���������
��. 
' � � � 
 � � .  /����� 
�����������$����� �
���$	�
 �����"� 8  

�








�

�

�
�

�
aaa

aa
aa

EA
967

02
02

 

� � � �� � � �� �2222 32949 aaaaaa 


�


� ����� , 

������� 
�����������$����� ����
�
�� ����� ��� 

� �� � .0329 22 �


 aaa ���  

7��
� ����� ����
�
�� (�������

�� �
�$�
��): 

.,3,9 321 aaa 
��� ���  

���	��
� ������

�� ������� �	� ���������
���� 8 
���
����� � 
�������$
�, $���� ����	
�	��� ��	���� 9� < 1, �.�. .9/1)a  /�-
������, ��� 1,0�a  ��	�$�� ���������
�� �����"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

9,06,07,0
01,02,0
02,01,0

8 . 

9����	��� �
�	�� ���������
���� ����	� H��
�����. 
9���� � – 
�������� $��	�. A� ����� ��������$������ �
�	��� 

������
�, $�� ��	� ��� 

1 + a + a2
  + ... 

(�����
�$
�� ��������$����� ����������) �
������ (��	����� ���-
�� ��	����� 1a ) ), �� ��� ����� ���
� (1 – �)–1. K�������, $�� �
�-
	���$
�� ����	���
�� ����� ����� ��� ����
� $��	� a �����"�� 8. 
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�����.  1
�� ��
%������� ��� (�� ������) 

 1 + A + A2 + ... (5.20) 


�����
�, �� ��� 
���� �
�� ������� (1 – 8)–1. 
� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� ��� (5.20) �
������. 9����� ����� 

�������, $�� �����"� (1 – 8) ����� �����
�� �����"�. 
'�������� �� ������
���, ��������, $�� �����"� 1 – 8 �����-

��

��. '��������� ��������� 

 (E + A + A2 + ... + Ak–1)(E – A) = E – Ak. (5.21) 

&� �
���, $�� ����
�
�� 0�xB�  � �������

�� �����"�� 2 
�������	�
� ����� 
�
�	���� ����
��. �	�������	�
�, ���������� 
������ ,0�x�  �����, $�� .0)( �
 xAE �  9����
�� � ������� x�  ��� 

$���� ����
���� (5.21), ��	�$�� ( ) 0,kE A x
 �
�  �	� .xAx k ��

�  /� 

,0lim �
1'

k

k
A  $�� �	����� �� �
�������� ���� (5.20) (
���
������ 

��	���� �
�������� ����). �	�������	�
�, ,0lim �
1'

xAk

k

�  �.�. ,0�x�  

������� ��	����. #���� �������, �����"� E – A ����� �����
��. 
A� (5.21) 
�
���� 

E + A + A2 + ... + Ak–1 = (E – Ak)(E – A)–1. 

� �$���� ����, $�� ,0lim �
1'

k

k
A  ��	�$��� 

� � � � 12 1lim .k

k
E A A A E A 



'1
� � � � � 
�  

A���, ����� ���� (5.20) ���������� � ���
� (1 – 8)–1. H���� ������
�. 

��#���� 5.5 (������ )������� %�#$�)��!�#���). +�����-
��������� ������� 8 �����%����� ����� � ����%� �����, %���� 

�����
� ��
%������� ��� 

 E + A + A2 + ... (5.22) 



 172

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� �
������ ��� (5.22). ���	��
� 
	���� ��� ����� ���
� (E – A)–1. 9�� ���� ����� �����

��� ���� 
����� 
�����"���	�
�, �����	��� ��� �	������� ���� 
�����"�-
��	�
�. A���, �����"� (1 – 8)–1 ���������� � 
�����"���	�
�. *�-
���� �� ������� 5.3 �	����� ���������
���� 8. 

*����
�� ��������
�� (��	� 8 ���������
�, �� ��� (5.22) �
�-
�����) ���������� 
� �����. 


%��$������.  )�
�� 0A   – �����%������ �������. 0���-
��� ������

����

 ������� 8 ������� ��%�� ��
�� 	 > 0, ��� 
�
� ������� �8, ��� 1 < � < 1 + 	, �����%�����, � �������  
(1 + 	)
8 �� �����%�����. 

������ 5.7. /���� ����� ���������
���� �����"� 8 �� ���-
���� 5.4. 

' � � � 
 � � .  J���� ����������������� ��������� ���������-

���� �� ������� 5.3 (����������
�� 
�����"���	�
�� �����"�  
(1 – 8)–1). @ ��

�� �	�$�� 

��
�

�
��
�

�







�

��
��

�
3,019,0
6,02,01

8E . 

*�����	���	� ���� �����"� 

� � � � 2 21 0,2 1 0,3 0,54 0,48 0,5 1.E 8� � � � � �& � 
 � 
 
 
 � 
 
 �  

*����
�� �����"�� ����� 

� �
��
�
�

�

�

��
�
�

�

�

&



&

&&



�
 


��

��

� 2,019,0

6,03,01
1AE . 

�	� ���������
���� �����"� �8 
��
�, $���� ��� �	���
�� �����-

�� �����"� ��	� 
�����"���	�
�. +�� ������
� 	���, ��	� & > 0, 
1 – 0,2�   0, 1 – 0,3�   0. 9���	���

�� ���
� ����
�
�� & = 0 
���� �1 = 
2,06 � �2 = 1,015, ������� � � 01  
 
AE �  2  � < 1,015. 
9�� � < �2 �����"� �8 ����� ���������
��, ��� �= �2 – 
��. %���� 



 173

���������
���� �����"� 8 ����
 0,015. &� �����, $�� �����"� 8 

�
������ ���-�� «
� �����	�» ���������
����. 

*��$
� �����"� 8 ��������	����� ��	�
�� ��	����� ��	���� 
������� ���������
����. '��� ������������

�
 ���
���� (� $���-

����, �$�� ������ 
� ������	�
�� 
������
�
 ����������� �����-
������� 
� ���������� �����) �������� ���	�$�
�� �	���
��� 
�����"� 8 �, ��� �	�������, �
���
�� �� ������ ���������
����.  

3. ��)�#� %#���� /����� 

9���� .0 A  '���
���� 

 (1 – 8)–1 = 1 + 8 + 82 + ... (5.23) 

�������	���, ��� �� ��� �
���, � ��� � ��	��� � ��� �	�$��, ����� 
�����"� 8 ���������
�, ����� �
�����
�� ���
���$����� ����	. 
D���� ��� �������, ��������� �
��� � !����	� (5.16). � �$���� 
!����	� (5.23) �
� ���
����� ��� 

 �����
���� yAyAyx 2  (5.24) 

@ $�� ����	 �������
�� ������� x�  
� �	������� ,y�  ,yA�  yA �2  
� �.�.? �	� ��	�$�
�� ��	����� ������� ,x�  ������$�������� ��-

�$
�� ������	�
�� ,y�  
��
� ������ ����� ���������� 
���� ��-
�����, ����������� �������� .y�  /� ����� ��	� – ���� �	� ��	�$�-

�� y�  
��
� ��������� (� �
�$��, �
�$�	� ����������) ������"��, 
����������� �������� .yA�  /� � ����� ��	� – �	� ��	�$�
�� yA�  

��
� ����������� ����	
���	�
�� �������, ����������� �����-
��� ,)( 2 yAyAA ��

�  � �.�. @ ����� ���
���� � ���	�$�
��, $�� ���� 

��	���� ������ x�  ��	��
 ������	����� �� �	������
 ,y�  ,yA�  yA �2  
� �.�., $�� � ��!��������
� � !����	� (5.24). @ ������������ � 
���� ��������
��� ����� ����

��� yAyAy 2  
������� ��%����� 
������ ������, � ���	�

�� ���� ���	�$�
�� !����	����� ���: 
��%��� �������� ����
%� x�  
�������� 
 ��%����� ������ ������. 
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D���� ���	��� ��� ���	�$�
�� ��	�� ��
����
��, ���������� 
����� ������. 9���� ��$� ���� � �	��� �� ���
 ������	�

�
 ��-
���	��: 

1) ����		�����; 
2) �	������
��������; 
3) ��	�����$�. 

�	� ��	�$�
�� ��
�$
��� ������� y�  = (y1, y2, y3)
T 
���
����� 

������ ����� ����������: 
y1 � ����		�; y2 �@�·$ �	������
�����; y3 � ��	�. 
/� �	� ������������ y1 � ����		�, � ���� �$�����, 
���
����� 

��������� (� �
�$��, �
�$�	� ����������) �����-�� ��	�$����� ��-
��		�, �	������
����� � ��	�. #� �� ����� �������	��� � � ��
�-
��
�� ������������ y2 �@�·$ �	������
����� � y3 � ��	� (���. 5.1). 

 

y1 ����		� 

y11 ����		� 

y12 �	������
����� 

y13 ��	� 

y2 �	������
����� 

y21 ����		� 

y22 �	������
����� 

y23 ��	� 

y3 ��	� 

y31 ����		� 

y32 �	������
����� 

y33 ��	�  

���. 5.1 

@ ���� �$�����, �	� ������������ y11 � ����		� 
���
����� ��������� 
�����-�� ��	�$����� ����		�, �	�����$�����, ��	� � �.�. A������ ��-
	���� ������ x�  ��������	��� ����� ����� ������: 
�	����� ������� 
(������ y� ), ������� ������� (������ yA� ), ������� ������� )( 2 yA �  � 
�.�. 
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4. �#$��; ��!�#!����� A�� 
'��������� ������ ��	�
����� ����	�, ��������

�� � ����	� 

H��
����� – ��� 
��������� ����	� ���
����
�
 "�
. 9����, ��� � 
������, 8 – �����"� �����
 ������, x�  = (�1, �2, ..., ��)

T – ������ ��-
	����� �������. *���
�$�� $���� p�  = (�1, �2, ..., ��)

T ������ "�
, i-� 
������
��� �������� ���
� "�
� ���
�"� ������"�� i-� �����	�; 
�����, 
�������, ������ �����	� ��	�$�� ��
��, ���
�� �1

.�1. D���� 
������ ��
��� ��� �����	� �������� 
� ������� ������"�� � �����
 
�����	��. #��, �	� ������� ���
�"� ������"�� �� 
���
����� ���-
���"�� ������ �����	� � ��C��� �11, ������ �����	� � ��C��� �21, � 
�.�., n-� �����	� � ��C��� �n1. /� ������� ���� ������"�� �� ����� 
�����$�
� �����, ���
�� .1221111 nn papapa ��� �  �	�������	�
�, 
�	� ������� ������"�� � ��C��� �1 ������ �����	� 
���
����� 
��������� 
� ������� ������"�� �����
 �����	�� �����, ���
�� 
x1(a11p1 + a21p2 + ... + an1pn). *��������� $���� ��
���, 
��������� 
�����	�

�� ����������, �� ����
�$�� $���� V1 (��� $���� ��
��� 
���� 
� ���	��� ����	��� � 
�	����, �������
�����	����� ���-
��	� � �
�����"��).  

#���� �������, ����� ����� �	������� ����
����: 

x1p1 = x1(a11p1 + a21p2 + ... + an1pn) + V1. 

'����	�� ��� ����
���� 
� �1, ��	�$��� 

p1 = a11p1 + a21p2 + ... + an1pn + v1, 

��� v1 = V1/x1 – 
���� �����	�

�� ��������� (��	�$�
� �����	�
-

�� ��������� 
� ���
�"� ����������� ������"��). 9����
�� �� 
������� ��	�$��� �	� ����	�
�
 �����	�� 

p2 = a12p1 + a22p2 + ... + an2pn + v2, 
.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

pn = a1npn + a2np2 + ... + annpn + vn. 
/����

�� ����
���� ����� ���� ������
� � �����$
�� !���� 

�	������� �������: 
,vp8p 3 ���

��  

��� v�  = (v1, v2,..., vn)
T – ������ 
��� �����	�

�� ���������. 7�� 

�� �����, ��	�$�

�� ����
�
�� �$�
� ��
��� 
� ����
�
�� ��-
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��	� H��
�����, � ��� 	��� ���
�"��, $�� x�  ����
�
 
� ,p�  y�  – 
� 
,v�  8 – 
� 83. 

&���	� ���
����
�
 "�
 �����	���, �
�� ��	�$�
� 
��� ��-
���	�

�� ���������, ����
��������� "�
� 
� ������"�� �����-
	��. *
� ����� �����	��� ����
��������� ����
�
�� "�
 � �
!	�-
"��, ��	������� �	�������� ����
�
�� "�
� � ��
�� �� �����	��. 

������ 5.8. 9���� ��
� ���
���$����� �������, ��������� �� 
���
 �����	��: ���	��
�-�
������$�����, ������	�

���� � ��	�-
����� 
��������. 9���� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

2,03,02,0
2,02,03,0
2,01,01,0

T8  

– ���
���
�����

�� �����"� �����
 ������, v�  = (4; 10; 4)T – ���-
��� 
��� �����	�

�� ���������. *�����	��� ���
����
�� "�
�.  

' � � � 
 � � .  �	� 
�
����
�� ���
����
�
 "�
 �����	������� 
!����	�� 

,vCp T ��
�  

��� #3 = (1 
 83)
1 – ���
���
�����

�� �����"� ��	
�
 ������. 
9��	� 
���
�����
 ��$��	�
�� ����� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

69,029,025,0
24,068,028,0
18,014,058,0

444,0
1TC . 

*����� ��	�$���, $�� � � .252010 TT vCp ��
��  

�������� ������, $�� � ���	��
�-�
������$����� �����	� ���-
������� ���	�$�
�� 
���� �����	�

�� ��������� 
� 1,11. *���-
��	�� ���
����
�� "�
� � ���� �	�$��. 9��
���� �� �
���
��, 
$�� v�  = (5,11; 10; 4)T, 
�
����, $�� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
��

625,15
7,20
45,11

vCp T �� . 
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#���� �������, ������"�� ������ �����	� ��������	� 
� 14,5 %, 
������ – 
� 3,5 %, ������� – 
� 4,17 %. /�����
� �����, �
�� ��C��� 
�������, ����$����� �����

�� ���� ������
��� �
!	�"��. 

§ 5.3. @#%#������ ) �#$��� ��-$����#$�#� �#�,#!�� 

#������ l����
���� – 9����
� $���� �����
����� ��� ���	�-
����
�� 	�
��
�
 ���
���$����
 ����	��. 9��������, 
�������, 
��� ��� ������� ����� ���$
��� 
��� �����
�� � ����	� �����
�-
���
�� ������	�. /����
��, $�� ����	� �����
����
�� ������	� 
�������� ��������
�� �����"�� 8 = (�ij), ��� �ij – ��	� ������� �� 
����
� i � ������� ����
� j. &����"� A   0 � ��� �� ���	�"���� 
����� ���
� 1. 9���� x�  = (x1, x2, ..., xn)

T – ������ �������� ����
-
�$���
�" ������	�. *�
��
�� ����
�
�� ����� ��� .xxA ��

�  #���� 
�������, x�  – �������

�� ������ �����"� 8, ���
��	������ ���-
����

��� �
�$�
�� 1. @��
����� ������: ����� 	� 1 �������	�-

�� �������

�� �
�$�
���? 

9���� e�  = (1, 1,..., 1)T – n-���
�� ������, ��� ������
��� ����-
���� ���
� ���
�"�. #�� ��� ��� ���	�"���� ����� �����"� 8 
���
� 1, �� .eeAT ��

�  9���� 8�  – $��	� l����
���� �����"� 8. #�-
��� 
������� ����� 
�����"���	�
�� ������ y� , $�� .yyA A

��
��  '��-

������� ���	��
�� ���������
�� � � :, yAe ��
 

 � � � � � �yeyeyAe AA
������

,,, �� �� ,  (5.25) 

 � � � � � �yeyeAyAe T ������ ,,, �� . (5.26) 

#�� ��� ( ,e�  y� ) = y1 + y2 + ... + yn > 0, �� �� (5.25), (5.26) ��	�$��� 

8�  = � �
� �ye

ye
��
��

,
,  = 1. 

A���, 1 – �������	�
�� �������

�� �
�$�
�� �����"� 8. 9� 
������� l����
���� – 9����
� ��	�$���, $�� ����
�
�� xA�  = x�  
������ ����� 
�
�	���� 
�����"���	�
�� ����
�� .x�  #�� ��� ���-
��� 	���� ����
� xi > 0, �� �
����� ��������	��� ��	��� ��	���-
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��	�
�� ����
�� 0.x ��  @ �	�$�� 8 > 0 ����������
�� ��	���-
��	�
��� ����
�� �	����� ����� �� ������� l����
���� – 9����-

�. @ �� �� �����, ��	� �����-�� ����
� j 
� ����������� ������ �� 
����
� i, �� �����"� 8 
� ��	����� ��	�����	�
�� (��� ��� aij = 0). 
&��
� 	� ���������� ����������
�� ��	�����	�
��� ����
�� 
����
�
�� Ax x�

� �  � ���� �	�$��? 
�	� ������ 
� ��

�� ������ ������ ��
���� "���$�� �������. 

������, $�� ����
� i � j �����
� �����%�� ������� �� i � j, ��	� 
���������� "���$�� ����
 � 
�$�	�� � i � ��
"�� � j, � ������� ���-
��� ���	������� ����
� ����������� ������ �� ����������. /�-
������, �	� �����"� 

 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

5,05,000
05,05,00
005,05,0

5,0005,0

A   (5.27) 

������� ����� "���$�� 

 1 4 3 2.' ' '  (5.28) 

��#���� 5.6 (# A�%#()�). 1
�� � ������ ������������� ���-
����� 
���%������ ������� 8 ��%���, ��� �!��� ��� 
����� i � j 
����� 
������ �����%�� ������� �� i % j, �� ��������� Ax x�

� �  
����� ������������� ��
���� 0,x ��  ����
������� 
 �����
��! 
�� ��������� �� ��
��. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9���� n – $��	� ���
 ����
. #���� 	���� 
��� ����
�, ������� ���
� ������� "���$��� ������� �������	�-

�� �	�
�, ���
� ������� � "���$���, � ������� 
� ��	�� n ����
. 
���������	�
�, 	���� "���$�� ���
� ��������� �� ��	����� 
�	�
�, ���	�� ��� ����
���� ���	�. >�	� ����
� i � j ���
� ��-
���
��� "���$��� ������� �� i � j, ���������� k ����
 (��	�$�� i 
� j), �� �	���
� i-� ������ � j-�� ���	�"� �����"� Ak–1 ��	��� 
�	�, 
(Ak–1)ij>0. +�� �	����� �� ����, $�� (Ak–1)ij ��	����� ������ 
�����-
"���	�
�
 ���������
�� ���� 

kk jjjjjj aaa
13221

...
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�� ���� "���$��� 1 2 kj j j' ' '�  �� i � j (j1 = i � jk = j). /����-
���, �	� �����"� (5.27) 

 

.

)(

424414324314224214124114

423413323313223213123113

422412322312222212122112

42141132131122121112111112
3

aaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaA

����
�����
�����
�����

  (5.29) 

@�� 16 �	������
 � ������ $���� (5.29) 
�����"���	�
�, ��� 
��� ��	����� ���������
���� �	���
��� 
�����"���	�
�� �����-
"� 8. 7���� ����, �� ����
�� ���� ��
� �	������� �14 �43 �32 > 0 
�	������� ����������
�� "���$�� (5.28). *����� �	�����, $�� 
(83)12 > 0.  

9���� �����"� 8 ������, $�� 	���� ��� ����
� i � j ���
� ��-
���
��� "���$��� �������. 7�� ��� ��	� ����$�
�, �������$
� 
�$������� ��	��� "���$��, ���������� 
� ��	�� n ����
. �	�����-
��	�
�, �	� ����� �����"� 8 
��� �� ��
� �� $���	 

(A)ij, (A
2)ij ,..., (A

n–1)ij 

��	��� 
�	�. �	�������	�
�, ��� i � j ����� 

(A + A2 + ... + An–1)ij > 0. 

#���� �������, � �����"� A + A2 + ... + An–1 �
� �	��
�� �����
�	� 
�����	���
� ��	��� ��	�����	�
�� $��	�. ������� � ���� �����-
"� ���
�$
�� �����"� 1, ��	�$�� ��	�����	�
�� �����"� 

B = E + A + A2 + ... + An–1 > 0. 

9���� x�  – �������

�� ������ �����"� 8, ���
��	������ 
�������

��� �
�$�
�� �. #����  

� � ����������� 

 xxxxxAAAExB nn �������� 1212 ���  

� � ,1 12 xn �� 
����� ���  

�.�. ������ x�  ��
������

� ��	����� � �������

�� �������� ���-
��"� 2. #����� ������� 	���� �	����� �� ������

�
 ���� �����-



���
�� � ������� l����
���� – 9����
�. ���������	�
�, 1 – ���-
����	�
�� �������

�� �
�$�
�� �����"� 8, ������� ����
�
�� 

xxA ��
�  ����� 
�����"���	�
�� ����
�� x� . @����� ����� ����
�� 
0 x�  ��	����� ��
������

� �������

�� �������� ��	�����	�-


�� �����"� 2, ������� ,0�x�  �.�. ����
�
�� xxA ��
�  ����� ��	�-

����	�
�� ����
�� .x�  9���� 1x�  � 2x�  – ��� ����
 ����
��. #���� 

1x�  � 2x�  – ��	�����	�
�� �������

�� ������� �����"� B > 0. ��-
�	��
� ������� ��������
�� ������� l����
���� – 9����
� 
��-
����� ����� $��	� 	, $�� .21 xx ��

	�  #������ � "���$�� ������
�. 

:���(����.  9���� 8 – 
�����"���	�
�� �����"� �������  
� � �. �	� ���� $���� ����
����� ������
���� �����
�
�� 	���
 i 
� j (1 ,i�  j n� ) "���$��� $���	, � ������� 	���� ��� �����
�
 
$��	� k � l ������, $�� akl > 0, �������$
� ��������� ����
���� 
"���$��, ���������� (������
�, � �������
����) ��� 
�����	�-

�� $��	� �� 1 �� �. /�������, �	� �����"� (5.27) ������� ����
�-
��� "���$�� 

 1 4 3 2 1.' ' ' '  (5.30) 

9������ �	� �����"� (5.27) 	���� ��� 
�����	�
�
 $��	� i � j 
(1 ,i�  4j � ) ���
� �����
��� "���$��� �� i � j � �� j � i, ����	���� 
�$����� "���$�� (5.30). 
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����� 6  

Y������
 �������O��=
	 
��
������ 

§ 6.1. �#(�(��� %�#�������!� 

A� ���	�
��� ����� ��������� ������
�, $�� � ������ ����� ��-
$�� A � B 
� �	������� ���
� ������� ������ .AB  A 
�������, �� 	�-
��� ��$�� A ���
� ��	����� ������ a�  � ��	�$��� ��$�� B (���. 6.1). 

���. 6.1 

�	� 	���
 ���
 ��$�� A, B, C ����	
����� �����	� �	���
�� 
��������: 

.ACBCAB ��  

*�����
��� ���� ����� ����� ��$���� � ��������� �	���� ��
�-
��� ��������� ���
����
���. 


%��$������.  )�
�� ���� ��%������ ���
����
��� V. +�-
��
��� �����
��� T ������!� 
������� (���
����) ���-
�
����
���, �����

�������� � V, �
�� ��������� 
����!��� 
�%
����: 

1. 4����� ������������� ���� ����% M � N �� T ��
������ � 

������
���� ��%��� MNx ��  �� V. 

 

A C 

B 

a�



 182

2. &�� %����� ���%� M �� T � �!���� ��%���� Vx#�  �����
� 
����
������� ���%� N �� T ��%��, ��� .xMN �

�  '� �������, ��� 
���%� N �������� �� M ��%���������� ��%���� x�  � ����
����� 

.xMN �
��  

3. &�� �!��� ���� ����% M, N, P �� T ���������
� ������� 
����������%�: 

 .MPNPMN ��  (6.1) 

@������ �� 	�
��
��� �������
���� V 
������� 
��������� 
��%������ ��$�$
��� �������
���� T. >�	� ������
���� V ���
� n 
– dim V = n, �� � T 
������� n-������ �������� ���
����
����, 
�	� ������ n-������ ���
����
����. 

>�	� !���������� ��$�� O # T (O – 
�$�	�
�� ��$��) � ���	�-
������ �� 
�� ���������
�� ������� ,OM  ������� 
������� ��-
���
-��%������, �� ��	�$�� 	�
��
�� �������
����, ������� ���-
������

� �������
���� V. 9����	��� 	���� ��$�� M # T ���
� 
��	�$���, ���	������ 
�������� ������ x�  �� ��$�� O, �� � 
���-
����� ����	� ���
� ������������ �������
���� T � V. 

@�� 
�������� �	������� �� ������ ��$�$
��� �������
����. 

1. &�� �!��� ���%� M # T ���������
� �����
��� 

.0
�

�MM  

���������	�
�, ��	���� � ����
���� (6.1) N = M � �����	���-
���� ���
����

����� 
�	����� �	���
��. 

2. &�� �!��� ����% M � N �� T ���������
� �����
��� 

.MNNM 
�  

�	� ��������	����� �������$
� ��	����� � ����
���� (6.1) P = M. 
�������.  1. 9��������� �������� ������
��� ��$�$
��� 

�������
���� ����� �	����� �	������� � ���	�
�� ����� �	�
�-
������ � ���$
��� �����"���� 
�� ���������. 

2. '��������� ������ n-���
�� ��$�$
�� �������
����, ����-
"������

�� � ������
�� �������
����� �n. 
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	�
���

������ 
������� ����
����
�� 

#�$���� � ���� �������
���� ����� �������$�

�� ���	�����-
��	�
���� �� n $���	 A(a1, a2, …, an). �	� 	���
 ���
 ��$�� A(a1, 
a2, …, an) � B(b1, b2, …, bn) ������ nAB#

			�
�  ����� ������
��� 

 � �1 1 2 2, , , .n nAB b a b a b a� 
 
 

			�

�  (6.2) 

D���� ��	����� ������ � �npppp ,,, 21 ��
�  �� ��$�� A(a1, a2, …, an) 

� ��	�$��� ��$�� B, �������$
� � ������
���� ��$�� A ��������� 
��
����

�� ������
��� ������� p�  

� �1 1 2 2, , , .n nB A p a p a p a p� � � � � �
� �  

H���� ������, $�� ��� ������	�
�� ���	������� � ����
����� (6.2).  
/���
�", ����	
����� � ������� 3, $�� �	����� �� ������ ��-

������
��. 

���$�#-����.  &�� �!��� ���� ����% A, B, C ���������
� 
�����
��� 

.ACBCAB ��  

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9� ������	�
�� 

� �1 1 2 2, , , ,n nAB b a b a b a� 
 
 

			�

�  � �1 1 2 2, , , ,n nBC c b c b c b� 
 
 

			�

�  

������� 
�� BCAB  

� � � � � � � � � � � �� � �
�

�

�
� nnnn bcabbcabbcab ,,, 22221111 �  

� � .,,, 2211 ACacacac nn �


� �  

#���� �������, �� �����, $�� ����	
����� ��� ������� ��$�$-

��� �������
����. 9�	�$�

�� �������
���� 
������� n-������ 
���(������
%�� �������� ���
����
����. @ �����-�� ����	� 
	���� n-���
�� ��$�$
�� �������
���� ���
� ������������ � ���-
������

�� ��������. 7�� ��� ���	���, �� ������� � �	������� 
�������!�. 
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§ 6.2. =##�$�����  
! )#��(�#����#� �#(�(�#� %�#�������!� 

@ ���	�
�� ����� �� ����	����� ��
���� ��������	�
�� ��-
�������� ������� ������
��. /�������� �� ������
��� ��	����� 
%�
��������� ������� ������
��, ������� ����������� �	������� 
�������: 
� �	������� �������� ��$�� O (
�$�	� ������
��) � ��-
���
�� ������� 21, ee �� . #���� �	� 	���� ��$�� M 
� �	������� 

���
� �������� ���	���
�� ������-������� OM  �� �����

��� 
������ 

2211 exexOM ��
�� . 

&� ��	����� ������
��� ��$�� M ���
��� x1, x2 � ����� M(x1, x2). 
#����� �� 
���� ������ �
�	�� �������	�
�� ������� ������-


�� � �������	�
�� n-���
�� ��$�$
�� �������
���� T. 9� ����-

��������� �����"�� ����� ������� ������
�� 
��������� �(-
(������.  


%��$������.  	��
���� �
�
��� �����
��
 � �������� 
���
����
��� T, �

������������ 
 ��%������ ���
����
���� V, 
������
� ������� � �neeeO ���� ,,,; 21 , 
�
������ �� ���%� O, ����-
������ ������� %��������, � ��%������� ����
� ���
����
��� V. 

4����������� ���%� M � ��

�� ������� ������
�� 
������� 
������
��� ������-������� OM  � ������ :,,, 21 neee ����  

 nneaeaeaaOM �����
����� 2211  (6.3) 

� ���������� ������� ���: M(a1, a2, …, an) (���. 6.2). 

 

O 

M 

1e�  

2e�  

11ea �

22ea �

 
���. 6.2 
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���$�#-����.  2 �((����� 
�
���� %�������� ��� �!��� 
����% M(a1, a2, …, an) � N(b1, b2, …, bn) %��������� ��%���� MN  
� ����
� neee ���� ,,, 21  �������
� �� ������� 

� �nn abababMN 


� ,,, 2211 � , 

�.�. ����� ����� %��������� ��%����, ���� �� %�������� %����-
��� ���%� ����
�� %��������� ���������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  A���� 

,ONMNOM ��  

��� $��  

� � � � �
�
� nn aaabbbOMONMN ,,,,,, 2121 ��  

� �nn ababab 


� ,,, 2211 � . 

*����� �
����� ��������	��� ������
���� ����������� ����
� 
������� ������
�� � n-���
�� �������
����, ��� ������� ��
���-
�� ��� 
�$�	� ������
��, ��� � ����� � 	�
��
�� �������
���� V. 
9���� � ��$�$
�� �������
���� T ��
� ��� ������� ������
�� 
� �neeeO ���� ,,,; 21  � � �neeeO ���� ���� ,,,; 21 , ���$�� � �nsssO ,,, 21 ��  – ��-
����
��� 
����� 
�$�	� ������
�� � ������ ������ � P – �����"� 
����
��� �� ������ � �neeeE ���� ,,, 21�  � ������ � �neeeE �����

���� ,,, 21 , 
�.�. 

.EPE ��  

9���� � �naaaM ,,, 21 �  � � �naaaM ��� ,,, 21 �  �����������

� ����-
��
��� ��$�� M � ��
��
�� � 
���� ������
. /����� ������
�� 
�����
 ������
�� $���� 
����. A���� 

 nnesesesOO ����
����� 2211 , (6.4) 

 nneaeaeaOM ����
���� 2211 , (6.5) 

 nneaeaeaMO ����������� ����
2211 . (6.6) 
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�	� ��������� ��������� ����
���
�� (6.4) – (6.6) � �����$
�� 
����, ��	���� �	� ������� nnexexexx �����

���� 2211  ������-���	��" 
X, ������	�

�� �� ������
�� x� : X = (x1, x2, …, xn)

T. #���� !����-
	� (6.4) – (6.6) ����������� ���: 

 ,ESOO ��  (6.7) 

 ,EAOM �  (6.8) 

 .AEMO ����  (6.9) 

9������	�� (6.7) –(6.9) � ����
���� ������	�
��� MOOOOM ���� , 
��	�$�� 

� �APSEAEPESAEESEA ���������� . 

9����	��� ������
��� ������� ������	�
� � ��

�� ������ 
��
��
�$
�, ������
�� �����
 ������
�� ��$�� M $���� 
���� � 
�����$
�� ������ ���	���� �	������� �������: 

 ,APSA ���  (6.10) 

�����������

� � ������
�� ������: 

 aPsa ���
���  (6.11) 

�	� � ������
�� ������ 

 

�
�
�

��
�

�

��������

��������

��������

.
..............

,
,

2211

222212122

121211111

nnnnnnn

nn

nn

apapapsa

apapapsa
apapapsa

�

�
�

 (6.12) 

>�	� �� 
���� ��	�$��� ������
�� 
���
 ������
�� $���� ���-
���, �� �������$
� ��������� ����
���
�� (6.11) ��
�����	�
� a��  
(�������, $�� �����"� P 
��������

��): 

 .11 aPsPa ��� 

 �
��  (6.13) 
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§ 6.3. ��&��& ! n-����#� %�#�������!�. 
���/#) 

&� ��-����
��� 
�
������ � ��$�$
�� �������
���� T, ����-
"������

�� � n-���
�� ������
�� �������
����� V. 


%��$������.  )�
�� A – (�%
��������� ���%� �� T � p�  – 

(�%
��������� ��%��� �� V, �������� �� 0
�

. '����
��� ����% X 
���� 
 ,ptAX �

��  (6.14) 

��� t – �!��� ��
��, ��������
� ������, ���+���1�� ����� 
���� 
A �� ���������
� ���
��� ,p�  ��� ���
�� ������.  

A		�����"��� � ���
���
�� �������
���� �	���� ���. 6.3. 
 

X 

pt�  

A 

p�  

 
���. 6.3 

>�	� � n-���
�� �������
���� T �����
� ������� ������
�� � 
A(a1, ..., an), X(x1, …, xn), � �nppp ,,1 �

�
� , �� ����
���� (6.14) ����-

����� � ���� 
����� ����
��� 

 nnn tpaxtpax ���� ,,111 � . (6.15) 

'���
���� (6.15) 
������� �����������
%��� ����������� ������ 
(t – ��������, t# � �11
 , ), ������ p�  – ��������!��� ��%����� 
������. 


%��$������ . )�
�� A � B – ��� ���%� �� T. (
������ AB 
������� �����
��� ����% 9 ���� 

 ,ABtAX ��  (6.16) 

��� t ��������� �!��� �������� �� ��������%� [0, 1]. 
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#���� �������, ������� AB ���� $���� ������, ����� � ��$����� 

�����	������ ������� ������� ������ ,AB  � t ����
����� ��	��� 
�� 0 �� 1 (���. 6.4). 

X 

A 

B 

 

���. 6.4 

��#���� 6.1. $�����% AB 
�
���� �� ����% 9, ��� %������ 

���������� �����
��� 

 � � ,1 OBsOAsOX 
��  (6.17) 

��� s – �!��� ��
�� �� [0, 1]. 
� � � � � � � � 	 � � � � � .  A� (6.16) ����� ,ABtA9 �  ������ �	�-

���� 

� � � � .1 OXtOAtOAOXtOAAXtOAAXOAOX �
�
������  

9�	���� 1 – t = s, ���
���� � (6.17), ��� s#  [0, 1]. 

§ 6.4. ��/��(��� !�$� %�#�)#����  
! n-����#� %�#�������!� 

7 $��	� ��
��
�
 “��������$����
” ������� � n-���
�� ���-
����
���� T, ����� �����
, ��
������ ��� � ���
%�
��. *�
��� 
��	� ��� � = 3 ������� 	��� ���
 ��� �	�������� (�	������� � 
���$
�� ��
���
��), �� ��� n > 3 ������
� �	������� ���	�$
�
 
�����: ��
����
��, ������
��, ���
���
�� � �.�. �	�������. 


%��$������ . )�
�� k – ����������� ��
��, A – (�%
���-
������ ���%� � n-������ ���
����
��� T � kppp ���� ,,, 21  – ����� 
������� ������
���� ��%����� �� ��������� ���
����
��� V. 
'����
��� ����% 9 ���� 
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 kk ptptptAX ����
����� 2211 , (6.18) 

��� t1, t2, ..., tk – �!��� ��
��, ��������
� k-������ �������
�� � T. 

:���(����.  /�����
� ������, $�� k-���
�� �	������� ���
� 
������	���, ��� �� ��� �
������� ��$�� ���� ,wA �

�  ��� ������ w�  
������� �� k-���
��� ����������
���� W 	�
��
��� �������
���� 
V, �	�, ����$�, A + W. A
��� �	�����, k-���
�� �	������� – ��� 

�������� ������
����
��� � ��� ����	�, ��� ��� ��
���� ����-
��	�	��� � �	. 1. @������ ������� ������
�� � n-���
�� �������
-
���� T, k-���
�� �	������� ���
� ������������ � �
�������� 
����
�� 
�������� 
���
����
�� ������� 	�
��
�
 ����
�
��.  

7 ����� ������	�
�� �� ���	� �� � ������ 
�$�	� �������� 
��	���� k � n. ���������	�
�, � n-���
�� ������
�� �������
���� 
V ������ 
� ���������� 	�
��
� 
���������
 ������ �������� � 
$��	�� ��������, ��	����, $�� �. �	�$�� k = n ���� 
� �
������
, 
��� ��� �-���
�� �	������� ��������� �� ���� �������
����� T. 
���������	�
�, ��	� nppp ���� ,,, 21  – 	�
��
� 
���������� ������� 
�������� � V, �� ��� ����� � V, � ������� 	���� ������ p� #  V ��-
��� ���� ��������	�
 � ���� .2211 nn ptptpt ����

���  /� ����� ����� 
,pAX �

��  ��� p�  – 	���� ������ �� V, �.�. 9 ����� ���� 	���� 
��$��� �� T. 

A���, � ������	�
�� k-���
�� �	������� � T ���
� �$�����  
1 � k � n – 1. 

*����� �
�$�
�� ����� ��� ���� �	��������: ��
����
�� (k = 1) 
� (� – 1)-���
�� (k = � – 1), �.�. �	������� ��
���	�
� ������
�� 
������
���� � �	������� �������	�
� ������
�� ������
����. 
*�
����
�� �	������� – ���, �$����
�, ������ � T. 9	������� 
������
���� � – 1 
���� 
����
�� ��������
%�
���. 

2p�

2211 ptpt ��
�

1p�
A

 

���. 6.5 
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B�����	������� � ���
���
�� �������
���� – ��� ���$
�� 
�	������� (���. 6.5). /� �� ������	� � ����, $�� �	������� � 
���
���
�� �������
���� �������� ����
�
��� ���� 

�1�1 + �2�2 + �3�3 + b = 0  

(������
��� ����
�$�
� �1, �2, �3, � 
� x, y, z, ��� ���$
�). J���� 	� 
���
� �� �� ����� ��� 	���� n > 3? *����������, ��. 

��#���� 6.2. "!��� ��������
%�
�� � n-������ ���
����
�-
�� T 
�
���� �� ����% 9(�1, �2, ..., ��), %��������� %������ ����-
�������!� ��%������� ��������! ������ 
������: 

c1x1 + c2x2 + ... + cnxn + b = 0, 

��� c1, c2, ..., cn � b – (�%
��������� ��
��, ������ �� �
� c1, c2, ..., cn 
����� ���!. 

� � � � � � � � 	 � � � � � . 9������� ��� �	� �	�$�� � = 3, ��� � > 3 
��������
�� �
�	���$
�. A���, ����� 3 – ������	������� � ���
-
���
�� �������
����, �.�. �
������� ��$�� 9 ���� 

 2211 ptptAX ��
��� , (6.19) 

��� ������� 1p�  � 2p�  	�
��
� 
���������. 9�������� ����
���� 
(6.19) � ���� 

2211 ptptAX ��
�� , 

�����, $�� ������� 21,, ppAX ��
 	�
��
� ��������. /� ��	����� 

����������� ���
 �������� � �3 ��	�����, ��� �� �
���, ����
���� 


�	� ������	���	�, ������	�

��� �� ������
�� ���
 ��������. 
9�	���� A(a1, a2, a3), � �3211 ,, 			�p�  � � �3212 ,, ����p� , �����, 
�	�������	�
�, �������� 

 ,0

321

321

332211

�





���
			

axaxax
 (6.20) 
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�	� 
 � � � � � � ,0333222111 �
�
�
 caxcax
ax  (6.21) 

��� 

32

32
1 ��

		
�c , 

31

31
2 ��

		

�c , 

21

21
3 ��

		
�c . 

'�������� ������ � (6.21), ���
���� � ����
�
�� 

c1x1 + c2x2 + c3�3 + b = 0, 

(��� 332211 acacacb 


� ), $�� � �������	��� ��	�$���. 

§ 6.5. ��#�����(��)�� #*[�)��  
�� %�#�)#��� � ! %�#�������!� 

@���� � § 6.5 ������	�������, $�� � ��������������� ��$�$
�� 
�������
���� (
� �	������� �	� � ���$
�� �������
����) !����-
����
� ������� ������
�� � 
�$�	�� � ��$�� O. '����������� ��$�� 

� �	�������, ����� � § 6.5 ����
�$��� �
 ������
��� 
� x1 � x2, 
��� ��	�	� ��� �� ��
 ���, � x � y, $�� ��	��� ������������� 
���	�
�� ����
�$�
���. E
�	���$
� ��$�� � �������
���� ����� 
����
�$���, ��� �����	�, M(x, y, z). 

7 $��	� ��
��
�
 ��������$����
 ��C����� 
� �	������� ��
�-
�����, �����	��
�, ������. @ ������������ � ����� ������	�
��� 
������ 
� �	������� – ��� �
������� ��$��, ������
��� ������
 
�������� � ���������$����� ���� 

 
�
�
�

��
��

,
,

0

0

qtby
ptax

 (6.22) 

��� (a0, b0) – 
�������� ��$��, (p, q) – 
�
�	���� ������, t – ����-
���� (	���� $��	�). 

)����������
%�� ��������� (6.22) ������ 	���� ������ � ����-

�
�� 
 Ax + By + C = 0, (6.23) 
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�����������

� ������������ ������
��� x � y. �	� ���� "�	� 
�	����� ������� ��
� �� ����
�
�� (6.22), � ������� ���!!�"��
� 
��� ��������� t 
� ����
 
�	�, �������� t � ���������� ��� � ���-
��� ����
�
��. 

K���
�
�� (6.23) 
������� ����� ���������� ������. '�����-
����, � ���� ����
�
�� 
��� �� ���
 �� ���!!�"��
��� A �	� B 
��	��
 ���� ��	�$�
 �� 
�	�. 

*�������� ������ � ���������
�� ��������� � ���
���
�� 
�������
����. *�
��
�� ��������$����� ��C���� � �������
���� – 
��� ������ � �	�������. ���	��
� § 6.3 ������ �������� �������-
��$������ ����
�
���� 

 
�
�

�
�

�

��
��
��

,
,
,

0

0

0

rtcz
qtby
ptax

 (6.24) 

��� (a0, b0, c0) – 
�������� ��$��, (p, q, r) – 
�
�	���� ������, �  
t # �; �	������� �������� ���������$������ ����
�
���� 

 
�
�

�
�

�

���
���
���

,
,
,

22110

22110

22110

trtrcz
tqtqby
tptpax

 (6.25) 

��� ������� � �111 ,, rqpa �
�  � � �222 ,, rqpb �

�
 	�
��
� 
��������� 

(
���		�
���
�), � t1, t2 – 	���� $��	�. '�
�� ��	� ����
��	�
�, 
$�� �	������� ���
� ������ ����
�
��� ������ �����
� 

 Ax + By + Cz + D = 0, (6.26) 

� ������ – �������� �� ���
 ����
�
�� 

 
�
�
�

����
����

,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 (6.27) 

��� (A1, B1, C1) � (A2, B2, C2) – ��� 
���		�
���
�
 �������. %���
�� 
������ � ������� ������� (6.27) ��
�$���, $�� ������ ���������-
������ ��� 	�
�� ������$�
�� ���
 
�����		�	�
�
 �	��������. 
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*������ �	������� !����. 

1. >�	� ������ ����
� ���������$������ ����
�
���� (6.24), 
�� ������ � �rqpa ,,�

�
 ����		�	�
 ��

�� ������. ��������	����� 

�$����
�. %������, $�� 	���� ������, ����		�	�
�� ��

�� ���-
���, 
������� ��������!��� ��%����� ������. 

2. >�	� �	������� ����
� ���������$������ ����
�
���� 
(6.25), �� ��� ������� � �111 ,, rqpa �

�
 � � �222 ,, rqpb �
�

 ����		�	�
� 
��

�� �	�������.  

9����� ���������$����
 ����
�
�� (6.24) � ������� (6.27), 
���������� ��� ��
� ���"��	�
�� !���� ����
�� ������ � ���-
����
����, 
��������� %�������
%��� ����������� ������. 

9���� ������ l ����
� ��$��� A(a0, b0, c0) � 
�����	����� ���-
����� � �rqpa ,,�

�
. �������� �� ����
�
��. 

>�	� ��$�� M = (x, y, z) ���
��	���� l, �� ������ AM  ��		�-

����
 a� . +�� ������������ � ������� ����
��� 

 .000

r
cz

q
by

p
ax 


�



�

  (6.28) 

K���
�
�� (6.28) 
��������� %�������
%��� ����������� ������ l. 
@ ���������	�
���� ����
�
�� (6.28) ��������	��� ����� ������� 
�� ���
 ����
�
�� 

�
�
�

��
�

�



�






�




,

,

00

00

r
cz

p
ax

q
by

p
ax

 

������ �� ������
 ������	��� �	������� (������ �� �	�������� 
����		�	�
� ��� z, ������ – ��� y). 

*�������� ������ � �	�������� � �������
����. ���������� 

�������� ���"��	�
�� !���� ����
�� �	������� � �������
����. 
'��������� �
. 

1. ?�������� ���
%�
��, ���������� ����� �����! ���%� 
� �000 ,, cbaA �  � ������������ ���� ������ ��%����� 

� �111 ,, rqpa �
�

, � �222 ,, rqpb �
�

.  
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>�	� M – �������	�
�� ��$�� ������� �	�������, �� ������� 
baAM
��

,,  ��	�
� ���� ����	�
��
�. +�� ��	���� ������������ � 
���� ����
���� 

,0

222

111

000

�





rqp
rqp

czbyax
 

������� � ��	�����, ����� �������, ����
�
��� ������� �	�������. 
2. ?�������� ���
%�
��, ���������� ����� ��� ������ ���%� 
� �,,, 1111 cbaA �  � �,,, 2222 cbaA �  � �.,, 3333 cbaA �  

9����	��� ��$� ���� � �	�������, ���
������ $���� ��$�� A1 � 

����		�	�
�� �������� 21AA  � 31AA , �� ������� ����
�
�� ����� 

.0

131313

121212

111

�













ccbbaa
ccbbaa

czbyax
 

3. ?�������� ���
%�
�� «� �����%��». 
@ ����� !���� ����� ���� ������
� ����
�
�� 	���� �	����-

���, ������������ ��� ��� ������
��
�� ��� � 
� ���
������ $�-
��� 
�$�	� ������
��. >�	� a, b, c – �������, ���������� ����� 
�	�������� 
� ���
 (���. 6.6), �� ����
�
�� �	������� ����� 

 .1���
c
z

b
y

a
x  (6.29) 

z 
c 

b 

a 

x 

y 

A 

B 

C 

 
���. 6.6 



 195

���������	�
�, 
�����������

�� �������� ����������, $�� 
������ �� ��$�� A(a, 0, 0), B(0, b, 0), #(0, 0, 
) ����	�������� ����-

�
�� (6.29). 

%������� § 6.5 ����
��� ������� � �����
�� �����	���
�� 
������ � �	������� � �������
����. 9���� ������ l ����
� ����-
�����$������ ����
�
���� 

 
�
�

�
�

�

��
��
��

,
,
,

0

0

0

rtcz
qtby
ptax

 (6.30) 

� �	������� 9 – �� ����� ����
�
��� 

 .0���� DCzByAx  (6.31) 

&� ��	�
� �������� 
� ������, ���	��� ����
 ��$�� ������� 
� ������ l � �	������� 9: 
� ��
�� (l ����		�	�
� 9), ��
� (l ����-
������ 9) �	� �����
�$
�� �
������� (l 	���� � �	������� 9). 

9������	�� � (6.31) ������ x, y, z �
 ������
�� �� (6.30), ��	�$�� 

� � � � ,0000 ������� tCrBqApDCcBbAa  
�	� 
 u + vt = 0, (6.32) 

��� u � v ����
�$��� �����, ���	�$�

�� � ������. 
>�	� u = v = 0, �� 	���� �
�$�
�� t ����	�������� ����
�
�� 

(6.32) – ������ l 	���� � �	������� 9. 
>�	� v = 0, u � 0, �� ����
�
�� (6.32) 
� ����� ����
�� – ���-

��� l ����		�	�
� �	������� 9. 
>�	� v � 0, �� ����
�
�� (6.32) ����� ���
����

�� ����
�� – 

������ l ���������� �	������� 9. 

§ 6.6. �#(�(��� �!)��$#!� %�#�������!� 


%��$������.  3������� ���
����
��� T, �

������������ 
 
��%������ ���
����
���� V, ������!� ����
�����, �
�� V – 
��%������ �������� ���
����
���. 

*����� ��	� ������ n-������ ���(������
%�� �������� ���-

����
��� T, ����"������

�� � ���	������ �������
����� �n �� 

���	��
�� ���������
��� �������� 
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� � nn yxyxyxyx ���� ���
2211, . 

@����
�� ��������� ���	����� �������
���� 
� �n �����	��� ����-
��	��� �������
�� ����� ��$���� � ��	� ����� �������.  


%��$������.  ����
���
� |AB| ����� ����� ���%��� A � B 
��������
� ������ �����! ��%���� :AB  

 ABAB � . (6.33) 


%��$������.  2!�� ����� ������� l1 � l2 
 ��������!���� 
��%������ 1a�  � 2a�  ��������
� ������ ���� ����� ��%������ 1a�  
� 2a�  � ����
����
� �� (������ 

 � �
21

21,cos
aa
aa
��
��

�� . (6.34) 

@ ���	������ �������
���� ���
� ������ ��
���� ����������-
��� 
�
���� %��������. 


%��$������.  #�
���� %��������, �����������! ������� 
� �neeeO ���� ,,,; 21 , ������� ������!������, ��� �����
����, �
�� 
����
 neee ���� ,,, 21  ���
����
��� V ������ �����������������. 

/����
��, $�� � ���� �	�$�� ������� ������ ����� ���
�$
�� 
�	�
� � �����
� ������
�	�
�. 7�����
��� ��$�� A � ��������	�
�� 
������� ������
�� 
������� ��������������, �	� ��%��������. ��
-

�� ������	�
�� ��	
����� ������������� ��
���� ��������	�
�� 
������� ������
��, ������� �������� 
� �	������� �	� � �������
���� 
� ���	�
�� ����� ��������� (���. 6.7). 

���. 6.7 

 

O x 

y 

A 

a 

b 

1 

1 
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:���(����.  7�����
��� ��$�� A � ���������� ������� ����-
��
�� ���
� 
���� � ������� ���	��
��� ���������
�� 

 � � � �21 ,,, eOAbeOAa ��
�� . (6.35) 

l����	� ����
� ������
�� (6.10) ��
��
��� ���� ��� � ��� 
���
�� �����

�����, $�� �����"� P ����
��� � 
����� ������ 
��	����� �������������, �.�. �� ���	�"� �������� ����
������-
��

�� ������� �������� � �n. 

������ 6.1. '��������� ����
� ������
�� 
� �	�������. 
l����	� (6.12) ���
� �������� ����� �������: 

 
�
�
�

�����

�����
,
,

22210

12110

ypxpyy
ypxpxx

 (6.36) 

��� x0, y0 – ������
��� 
���� 
�$�	�
�� ��$�� � ����	
����� ��-
��
���
��: 

 .0,1,1 22211211
2
22

2
12

2
21

2
11 ������ pppppppp  (6.37) 

/�����
� ��������, $�� �����"� P ���
� ����������� � ��
�� �� 
�����: 

 ��
�

�
��
�

� 

�

��
��

cossin
sincos

P  �	� ��
�

�
��
�

�



�
��
��

cossin
sincos

P . (6.38) 

���. 6.8 

x

y

O

O�

x�

y�

x0

y0
�
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@ ������ �	�$�� !����	� (6.36) �������� � 
����� 
�$�	� ������-

�� � ��$�� � �00 , yxO�  � �������� �
�� 
� ���	 � (���. 6.8), �� ���-
��� – �����	����� �����	�
�� ������
�� ��
�����	�
� ��� xO ��  
(
� ���. 6.8 
� ������
�). 

l�������� � n-���
�� ��$�$
�� ���	������ �������
���� T 
��������	�
�� ������� ������
�� � �neeeO ���� ,,,, 21 . &� ����� 
�������� !����	� (6.33) � (6.34) �	� �������
�� ����� ��$���� � 
��	� ����� ������� � ������
��
�� !����. 

���$�#-����.  )�
�� A(a1, a2, …, an), B(b1, b2, …, bn) – ��� 
���%� �� T. 3���� 

 � � � � � � .22
22

2
11 nn abababAB 
��
�
� �  (6.39) 

���������	�
�, �����	��� � �nn abababAB 


� ,,, 2211 � , �� 
!����	� (6.39) �	����� �� ������	�
�� ����	� �������. 

���$�#-����.  )�
�� l � m – ��� ������ � ���
����
��� T 
 
��������!���� ��%������ � �npppp ,,, 21 ��

�  � � �nqqqq ,,, 21 ��
�  


������
������. 3���� ���� � ����� ������� l � m ����
����
� 
�� (������ 

 
22

2
2
1

22
2

2
1

2211cos
nn

nn

qqqppp

qpqpqp

�����

���
�

��

�
� . (6.40) 

9����	��� ����
�� �� ��
�� ��������	�
�� ������� ������-

�� � ������ �������� � ������ � ������
�	�
��� �����������
��, 
�� ��� !����	� (6.39), (6.40) 
� ������� �� ������ ������� ����-
��
��. 

'��������� ������	�
�� ABC. #�� ��, ��� � � ���$
�� ������-
��� 
� �	�������, ����	
����� �	������� !���. 

����!����!# ����,#�;��)�. 

 BCABAC �� . (6.41) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9�	���� ,ABa �
�  ,BCb �

�
 ����� 

.baAC
��

��  /�����
���� (6.41) ����������� ��� 
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baba
����

���  

� � ����� ���� ��	� ������
� � �	. 1 !����	� (1.29). 
>�	� ������	�
�� ACB ��������	�
��, �.�. ���	 C ������, �	�, 

�
��� �	�����, ������� AC  � BC  ������
�	�
�, �� �������	��� 
�	������� �������. 

��#���� 6.3 (��'�,#��). 2 ������������� ����������%� ACB 
%������ ���������� ����� 
���� %�������� %������: 

 .222 ACBCAB ��  (6.42) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9����
�� �������� 4 �� § 1.5 �	. 1: �	� 

������
�	�
�
 �������� a�  � b
�

 .
222

baba
����

���  9�	���� 

,, CAbBCa ��
��

 ����� .BAba ��
��  9����	��� ,, ABBAACCA ��  

�� ��	�$�� (6.42). 

§ 6.7. �����#&��� #� �#()� $# ,�%��%�#�)#��� 

9���� � �������
���� T ������	������� B ����
� ����
�
��� 

 .02211 ����� bxaxaxa nn�  (6.43) 

'��������� ��%��� �������  

� �naaaa ,,, 21 ��
� , 

������	�

�� �� ���!!�"��
��� ��� 
�������
�
 � ����
�
�� (6.43). 
K���
���� �	������� !����, ������������� ��� 
����
��. 
2�%��� ������� ��������
%�
�� a�  ����������� ��������
%�-


�� B � ��� 
��
��, ��� a�  ����������� �!���� ��%���� ,PQ  ��� 
P � Q – %�%�� ������ ���%�, ������������� B.  

"!��� ��%���, ������������� B, %���������� ��%���� ������� .a�  
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���������	�
�, ����� ��$�� � �nxxxP ,,, 21 ��  � 
� �nyyyQ ,,, 21 ��  ���
��	���� B. +�� ��
�$���, $�� ����	
����� 

����
���� 

,02211 ����� bxaxaxa nn�  

.02211 ����� byayaya nn�  

@�$���� �� ������� ����
���� ������, ��	�$�� 

� � � � � � ,0222111 �
��
�
 nnn xyaxyaxya �  

$�� ��
�$��� ������
�	�
���� �������� a�  � .PQ  +��� ������
� 
������ ��������
��. 

������� ������ ��������
��. 9���� P # B !��������

�� ��$-
��, � ��$�� Q ��������� ��� B. #���� ���������
�� ������� PQ  ��-
��� ������������ 
�������� ����������
���� 9 ������
���� n – 1 
(��� �������� �� ������	�
�� ������	������� ��� «����
�����» 
����������
���� ������
���� n – 1). /� ����� ���������� � ��$
�-
���� �� ������"��
�	�
���� ��	��� ���
 ������, ������
�	�
�� 9. 
#���� ��������, ��� �� ��� �
���, ��	����� ������ 
����	� .a�  


%��$������.  )�
�� M – ���%� ���
����
��� T. ������
-
�� M �� ��������
%�
�� B ��������
� ��%�� ���%� P # B, ��� 
��%��� PM  ����������� B (���. 6.9). 

���. 6.9 

��#���� 6.4. )���%��� ���%� M �� ��������
%�
�� B �
���� 

���
�����; ��� ���� ��

������ �� ���%� M �� �� ����%��� P 
����
� ��

������ �� ���%� M �� �!��� ������ ���%� Q �����-
���
%�
��. 

B
P

M
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� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� � �00
2

0
1 ,,, nxxxM ��  � OMm �

�  – 
������-������ ��$�� M. 9���������� ��������� ����� $��	� t, $��-
�� ��$�� .3#�� atMP �  #���� ����� ����� ,OPatm ��

��  �	� 

 ;atOPOM �

�
  (6.44) 

���	��
�� ����
���� ��
�$���, $�� ������ PM  ��		�
����
 a�  �, 
�	�������	�
�, ������
�	�
 B. 

����
���
�� 3#� atm ��
 ��
�$���, $�� 

� � � � � � ,00
2

0
221

0
11 �������� btaxataxataxa nnn�  

�	� 
 .200

22
0
11 atbxaxaxa nn

�� 
�����  (6.45) 

@���� ���� $�� ������ ,0�a�  ����� �
�$�
�� t �������	�
� 
�������. 
A���, �����"�� P ��$�� M 
� ������	������� B ����������. 

*���	��� ��������, $�� 
MQMP )  

�	� 	���� ��$�� Q # B, ��	�$
�� �� P. /� ��� �������� �� ������� 
9�!�����. ���������	�
�, ��� ��� ������ MP  ������
�	�
 PQ , �� 

,222 MQPQMP ��  

� �����	��� |PQ| � 0 (��$�� P � Q ���	�$
�), �� MQMP ) . #������ 
������
�. 

�	�
� ������� ,MP  ��� P – �����"�� ��$�� M 
� ������	������� 
B, 
��������� ��

������� �� ���%� M �� ��������
%�
�� B. l����-
	� (6.44) � (6.45) �����	��� 
���� ��� �������
��: �� (6.44) �	����� 

atMP �
� ; 

�������	�� ���� �
�$�
�� t �� (6.45), ��	�$�� 

 
a

bxaxaxa
MP nn

�
� ���

�
00

22
0
11 . (6.46) 
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l����	� (6.46) ��
�$���: ����� ����� ��

������ �� ���%� M 
�� ��������
%�
�� B, �������� ���������� (6.43), 
������ ���
��-
���� %��������� ���%� M � ����! ��
�� ��������� (6.43) � �����-
���� ������ ����������� ��
�� �� ������ ����������� ��%����. 

§ 6.8. ��%�)��� ��#-���!�. 

�#��%�#�������!# )�) !�%�)�#� ��#-���!# 

&� �����	���� �
�������� � ���������� ���!����$����
 ��-
$�$
�
 �������
���. ����� ���	�$
�
 ��
����, �����

�
  
� n-���
�� ��$�$
�� �������
����� T, ���
�� ��	� � ���	���
��
 
(�����

� ���
���$����
) ������ ��
���� �����	��� �
�������. 


%��$������.  '����
��� ' % T ��������
� ��������, �
-
�� ���
�� 
 �!���� ����� ���%��� 8 � B ��� 
������� ��
� ��-
����% 82. 

'��. 6.10 �		��������� ���	�$�� ����� �����	��� � 
���-
���	��� �
��������� 
� ���$
�� �	�������. 

 

A 

B 

A B 


������	�� �����	�� 

 

���. 6.10 

/����	�� ���
�� �������� �����	��� �
������� � n-���
�� 
�������
���� T ��	����� ��	��������
����. 


%��$������.  ��������
����
��� � n-������ ���
����-

��� T ��������
� �����
��� �
�� ����% 9 = (�1, �2, ..., ��), %���-
������ %������ �����������!� ��������� �������
��� ������ 

������: 
 �1x1 + a2x2 + ... + anxn + b   0, (6.47) 

��� �1, ..., ��, b – (�%
��������� ��
��, ������ �1, ..., �� �� �
� ���-
�� ���!. 
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��#���� 6.5. "!��� �������
����
��� �
�� ����%��� ���-
��
���. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� ��	��������
���� 9 ����
� � ��-
����� 
�����
���� (6.47). '��������� �����-	��� ��� ��$�� 

� �nppP ,,1 �� , � �nqqQ ,,1 ��  �� 9. /��� "�	� ������� � ���, $��-
�� ��������, $�� 	���� ��$�� 9 ������� PQ ���
��	���� 9. 

9� ������� 6.1 ����� 

� � ,1 OQsOPsOX 
��   s#[0, 1]. 

J���� ������ ������ 
� � .1 QssPX 
��  

+�� ����
���� ��������� � ������
���
 �	������� �������: 

� � ,1 111 qsspx 
��  

.   .   .   .   .   .   .   . 
� � .1 nnn qsspx 
��  

9������	�� ��� ������
�� � 	���� $���� (6.47), ��	�$�� 

� �� � � �� � ��
���
� bqsspaqsspa nnn 11 111 �  

� � � �� �bqaqasbpapas nnnn ���
����� �� 1111 1 . 

#�� ��� ��� �����, ���	�$�

�� � ������, 
�����"���	�
� (����  
P # 9 � Q # 9), �� ����	
����� 
�����
���� (6.47), �.�. 9 # 9. 

�	� ��	�
������ 
�� ��
�������� 	����. 

�����.  )���
������ ��
%���%�� ����%��� �����
�� �
�� 
����%��� �����
���. 

���������	�
�, ����� ' = '14 '2, ��� '1, '2 – �����	�. ��-
����� �����	���� '. 

9���� 8#' � 2#'. #���� 8#'1 � 2#'1. #�� ��� '1 �����-
	��, �� ��� ��
�$���, $�� ������� 82 ���������� � '1. E
�	���$
� 
�������, $�� 82 ���������� � '2. %
�$��, 82 ���������� � ', $�� 
��
�$��� �����	���� '. 
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A� 	���� �	�����, $�� ������$�
�� 
����	���
 ��	��������
��� 
� n-���
�� �������
���� T ��	����� �����	�� �
��������. 


%��$������.  )���
������ ' ��
%���%�� �������
����
�� 
��������
� �������� ���!�!������ �����
��. I���� ������, ��-
��%��� ������������ ����
�� ������
� 
 ������! 
�
���� �� 
��
%���%�� �������� �������
��. 

 

*�	���� M “�����”  

���. 6.11 

/� ���. 6.11 ��������
� ������� �����	�
 �
������

�
 ��-
	����� 
� ���$
�� �	�������. @ ���� �	�$�� ������ “�
������
-

�
” ��	�� ��������

� �������� “�
������	�
�
”. 

:���(����.  H���� ������	������� ���� �����	�� �
�����-
��: ��� �	����� �� ����, $�� ����
�
�� �1�1 + ... + �n�n + b = 0 ���
�-
��	�
� ������� �� ���
 
�����
���: 

�
�
�

����

 ���

.0

,0

11

11

bxaxa

bxaxa

nn

nn

�

�
 


%��$������.  $����������� ����%��� ������������ ����
�� 
' � n-������ ���
����
��� T ��������
� �������� ���!�!���-
�
���. 
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*������, $�� �
������� � % T 
��������� ������������, ��	� 
���������� ����� ��	�����	�
�� $��	� 
, $�� ������
��� 	���� 
��$�� 9 �� � �� ����	� 
� ������
���� 
: 

,1 cx �  ,2 cx �  ..., .cxn �  

§ 6.9. �,�#!�� �#()� !�%�)���  
��#,#,������ #*������ 

'��������� �����	�� �
������	�
�� ��	���� 
� �	�������. 
7�� �����	�, ����� ��	���� ����� �����
� �	�, ��-�������, ��-
	���� ��$��. /������� 
� �
������
�� ��
���� ��
���� ���
���, 
����������� ����
��� ��$
�� ����	 ����� ��
����. 

B 

C 

A 

M 

 

���. 6.12 

�	� ��	���� ', ��������

�� 
� ���. 6.12, ��$�� 8 � 2 
� ��-
	����� �����
���. +�� 
�
���� ���� ������
�� � ���, $�� �	� 
������ �� ���
 ��$�� ������� �������, ���
������ $���� ��� ��$�� 
� "�	���� ������������ � '. @ �� �� ����� �	� �����
� # ������ 
������� 
���� 
�	���. +�� 
������ 
� ���	� � �	������� ������-
	�
��. 


%��$������.  3��%� # ����%��� ������������ ����
�� ' % T 
��������
� ���$
���, ��� �!����� 
�����, ����
�� ', �
�� �� 

���
����� ����
�������� # � ���� 

# = sC1 + (1 – s)C2, 

��� #1# ', #2# ' � 0 < s <1. 
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@��
����� ������ � ������$����� ������� 
�
����
�� �����
. 
/�����������

� ��
�, $�� � �	�$�� �
������	�
�� ��	���� 
� 
�	������� �	� 	���� �����
� # 
������� ��� ���
�$
�� ������, 
���
������ $���� #, �	� ������
 # ��	����� �
 ���
����

�� ��-
��� ��$���, � � �	�$�� �����	�� �
������

�� ��	���� � ���
���-

�� �������
���� �	� 	���� �����
� C 
������� ��� ���
�$
�� 
�	������� � ���
����

�� ����� ��$��� C (
� ���. 6.13 $���� ���-
��
� # �������� ' ���
���� $����� ���
�$
�� �	�������, 
� 
	���
 ���
 �� 
�
 �������$
�, $���� ��$�� C ��	� �
 ���
����
-

�� ����� ��$���). 

 C 

 

���. 6.13 

*����� 
������������ �	������� ������ 
�
����
�� �����
. 

�%#�#* ���#-$���& !��"��  
!�%�)�#� ��#,#,����#� #*����� 

)�
�� ����
�� ' % T ������ 
 ������! 
�
���� �������� 
�������
�� 
 n ������
�����. 2������ %�%��-���� � �� ���� ����-
���
�� � ������� �� �����
�����. )������ 
�
���� �� � �������� 
��������� 
 � ������
�����. 1
�� ��� 
�
���� ����� ����
����-
��� ��
���� 9, ������ 9 # ', �� 9 – ���
��� ����
�� '. 3�%�� 
����� ����� ���� �������� �
� ���
��� '. 

K���
���� �
�$�	� ����� 	����. 

�����.  )�
�� 9 – �������
����
��� 
 ��������� ��������-

%�
��! B � ��
�� ��%������ ������% AB ����%�� ����������� 
9. 3���� ����� ��
�� ���� �� ���� ��������
��� (���. 6.14): 

�) �
� ���%� �����%� ����������� B; 
�) �� ���� �� ����% �����%� �� ����������� B; 
�) ���� �� %����� �����%� ����������� B, � �
� �
������� 

���%� �����%� �� ����������� B. 
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� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� 9 �������� 
�����
����� (c, x)   b, 
� B – ����
�
��� (c, x) = b. >�	� ��� ��$�� A, B ���
��	���� B, �� � 
���� ������� AB � ��	� �����	���� B ����� ���
��	���� B. 

B 

B 

A 

B 

A 
B 

9 
A 

 

���. 6.14 

>�	� A # B � B 5 B, �� (c, A) = b, (c, B) > b. #���� �	� 	���� 
��$�� C # AB, ��	�$
�� �� A, ����� C = tA + (1 – t)B, ��� t # [0, 1). 
�	�������	�
�, (c, C) = t(c, A) + (1 – t)(c, B) > tb + (1 – t)b = b, �.�. C 

� ���
��	���� B. 

/���
�", ��	� A 5 B, B 5 B, �� (c, A) > b � (c, B) > b, ������ 
�	�����, $�� �	� 	���� ��$�� C ������� AB ����� (c, C) = t(c, A) +  
+ (1 – t)(c, B) > b �	� ���
 t # [0, 1], �.�. 
� ��
� �� ��$�� ������� 
� 
���
��	���� B, $�� ��������� ��������	�����. 

7�� �	������� 	���� ��	�$��� ��������
��, $�� �
�� ������% 

�������
� � 9, ������ ��%������ ���������� ���%� A �����%� 
����������� B, �� � ��
� ������% 
�������
� � B. 

9������� ������ 
�����������

� � ����
���
�� �����

��� ��-

�� ������� 
�
����
�� �����
 �����	�� �
������

�� ��	���� M. 

9���� �����	�� �
������

�� ��	���� M % T �������� 
�����-
��� �������� S 	�
��
�
 
�����
���. >�	� C – 
�������� ��$��, �� 
�� ��
���
�� � 
�� ������� S ����������� 
� ��� $����: S1 – 
���-
��
����, ������� � ��$�� C ���������� � ����
����, � S2 – 
���-
��
����, ������� � ��$�� C ���������� � 
������ 
�����
����. 
9�� ���� 	���� ������, $�� ��	� ������� AB, ���������� ��$�� C, 
�������$
� ��	, �� �	� ���
 ��$�� ����� ������� 
�����
���� �� S2 
�������� ��������. 

9���� C – �����
� M. #���� 
� ���������� ������� AB, �	� ������-
�� C – �
����

�� ��$��, ������, $�� ��� ��$�� ������� ����	�������� 
������� S1: � ������
�� �	�$�� ��� ��$�� ������� (��� ��	���� ��� 
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��	����) ����	������	� �� 
� ��	��� S1, 
� � S2, �.�. �� ���	� �� 
AB % M ������� ������	�
�� �����
�. *����� �	�����, $�� �
�-
������ ����
�� ������� S1 ������� �� ����
������� ��$�� (�
�-
������ ����
�� ������� S1 ���� 
�������� �	������� 9 � T; ��	� 
��� �	������� �������� ��	�� ��
�� ��$��, �� dim 9 > 0, � ����� 

����� � ��$��� C �	������� 9 ��	�
� ��������� � "�	�� ������, 
���
������ $���� C). *����� ��	�$���, $�� C ���� ���
��	���-
��� ��	���� M ���
����

�� ����
�� 
�������� ������� ����
�-

��, ����$����
 �����-�� 
�����
����� �� S. 

#����� �������� 	��� ��������, $�� ��	� 	�
��
�� ������� m � n 
(m ����
�
�� � n 
�������
���) ����� ���
����

�� ����
��, �� m   n 
� �� ��

�� ������� ���
� ����	��� ���������� n � n � ��� �� 
���
����

�� ����
���. +�� �	����� �� ������ B����� (������-
���	��� $�����	� ��������� � ���� ����������	�
�). 

*����
�, ����� ��$�� C % M ��	����� ���
����

�� ����
��� 
������� S� �� n ����
�
��, ����$����
 �����-�� n 
�����
����� 
�� S. 9������, $�� C – �����
� M. >�	� �� ��� ��	� 
� ���, �� 

���	�� �� ������� AB, ��� ��$�� �������� ����	�������� ������� 
S, ���$�� C – �
����

�� ��$�� ����� �������. ���	��
� ��� ����-
$�

��� �	������� �� 	����, ��� ��$�� ������ ������� ��	�
� 
����	�������� ������� S�, $�� ���������$�� ���
����

���� ����-

�� S�. 

������ 6.2. *�	���� ' 
� �	������� ����
� �������� 

�
�

�
�

�

  
��
��

.0,0
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/���� �����
� '. 
' � � � 
 � � .  %���
�� ������ ���� 
�����
��� ����
�
����, 

��	�$��� ����� ������: 
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7����� �� ���
 ������ ����� ���
����

�� ����
�� 

(12, 12/5), (0, 6), (20, 0), (0, 12), (15, 0), (0, 0), 

��
��� �� ����� ��	�$�

�
 ��$�� ��� 
� ���
��	���� ': (20, 0) � 
(0, 12). *���	�
�� $����� ��$�� (12, 12/5), (0, 6), (15, 0), (0, 0) – ���-
��
� '. A�������
�� ��	���� ' ��
� 
� ���. 6.15. 

 x2 

12 

6 

M12/5 

O 12 15 20 x1  
���. 6.15 

§ 6.10. ��%�)��& #*#�#()� ������� �#(�) 
9��������� ����, $�� � �	�������, ������� ��� �����
�$
��� 

	���� !�
���, � 
�������
 ��$��
 81, 82, ..., 8p ������ ��	����. 
>�	� ����
���� ���	�� �
������ ��� ��	����, �� ��	�$�� �
���-
���	�
�� ��	���� � �����
��� � 
�������
 �� ��$�� 81, 82, ..., 8p, 
������� 
� ���. 6.16 ����$�
� ����
�����. +�� ��	���� 
��������� 
����%��� ������%�� ������� ��$�� 81, 82, ..., 8p. 

 A2 

A3 

A1 

A8 A4

A5 A6 A7 
 

���. 6.16 
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����� ������ ������� ������	�
�� �����	�� ���	�$��. 


%��$������.  )�
�� 81, 82, ..., 8p – ��%������ ����� ����% 
�� n-������� ���
����
��� T. "!��� ���%� 8 ���� 

8 = s1A1 + s2A2 + ... + spAp, 

��� s1 0, s2  0, ..., sp  0, s1+s2+...+sp=1, ��������
� �������� �
-
������ ����
���
�� ����% 81, 82, ..., 8p. 


%��$������.  '����
��� �
�� ����%��� �������� %����-
����� ����% 81, 82, ..., 8p ��������
� �������� ��������� 
�
��-
�� ����% 81, 82, ..., 8p � ����������
� 

<A1, A2, ..., Ap> 

(������ �����������: conv(A1, A2, ..., Ap) �� ������
%��� 
���� “con-
vex” – ����%���). 

�	������� ������� ����������, $�� ��

�� ��
�� ������	�
�� 
���	
� ���	������� � 
��	��
�� ��������	�
��� � �����	�� ���-
	�$��. 

��#���� 6.6. '����
��� L = <A1, A2, ..., Ap> �
�� �������-

�� �� �
�� ����%��� �����
��, 
��������� ���%� 81, 82, ..., 8p. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  /�� 
���
����� �������� ��� ��������-

��. 

1. L �������� ������ �� ��$�� 81, 82, ..., 8p. 
2. L �����	�. 
3. 7����� �� 
� ��	� �����	�� �
������� ', ���������� ��-

���� �� ��$�� 81, 82, ..., 8p, �������	��� ��	�$�
�� L%M. 
K�������
�� 1 �$����
�, �����	��� A1=1·A1 + 0·A2 + ... + 0·Ap, 

������ �	����� A1#L; �
�	���$
� � A2#L, ..., Ap#L. 
������� ��������
�� 2. 9�� ���� �	� �������
�� ������� ��-

��� �$����� p = 3, �.�. $�� ������� 3 ��$�� 81, 82, 83. 9���� �����-
�� ��$�� 2 � # ���
��	���� L: 

B = s1 A1 + s2 A2 + s3 A3, C = t1 A1 + t2 A2 + t3 A3, 
s1, s2, s3  0, s1+ s2+ s3 = 1, 
t1, t2, t3  0, t1 + t2 + t3 = 1. 
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H���� ��$�� 9 ������� 2# ����� ��� X = sB + tC, ��� s, t 0, s + t = 1. 
*����� 

X = s(s1A1+ s2A2+ s3A3) + t(t1A1 + t2A2 + t3A3) = 
= (ss1 + tt1)A1 + (ss2 + tt2)A2 + (ss3 + tt3)A3. 

7��!!�"��
�� ��� 81, 82, 83 � ���	��
�� ������
�� 
�����"�-
��	�
�, � �
 ����� ���
� 1: 

(ss1 + tt1) + (ss2 + tt2) + (ss3 + tt3) = s(s1 + s2 + s3) + t(t1 + t2 + t3) = 1. 

�	�������	�
�, X#L, $�� � ���������� �����	���� L. 
������� ��������
�� 3. 9�-����
��� �$����� � = 3. 9���� ' 

– �����-	��� �����	�� �
�������, ���������� ������ �� ��$�� 
81, 82, 83.  

'��������� 	���� ��$�� �� L: 

s1A1 + s2A2 + s3A3, s1, s2, s3   0,  s1 + s2 + s3 = 1. 

 

A1 

A2

A3

B 
C

 
���. 6.17 

A���� 

� � 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

s ss A s A s s A A
s s s s

� �
� � � �� �� �� �

. 

#�$�� 2= 2
21

1
1

21

1 A
ss

sA
ss

s
�

�
�

 ���
��	���� ������� 8182. #�� ��� 

' �����	�� �
�������, �� 2#'. ��	�� 
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� � ������ 3321332211 AsBssAsAsAs  

� � 31 2
1 2 3 3

1 2 3 1 2 3

,ss ss s s B A #
s s s s s s

� ��
� � � � �� �� � � �� �

 

��� ��$�� C ���
��	���� ������� 283 � ������ C#M. 

&� ������	�, $�� 	���� �����	�� 	�
��
�� �����
�"�� ��$�� 
81, 82, 83 ���
��	���� ', �.�. $�� L%M. #������ ������
�. 

B�������$����� �		�����"�� � ���	��
�� $���� ��������	�-
���� ������� ���� ���. 6.17. 

������ 6.3. 9���������� ��������� ��� ���� ������� 31, 32. 
@ 	���� �� �
�� ����������� ����� �������� �� ��
�� �� ���
 
��

�	���� 1, 2, 3. 9���� � � � �� �ii

i aa8 21 ,�  – 
���� �������, �������-
����
 �� ��
� ������ �� i-� ��

�	���� (i = 1, 2, 3). '��������� 
���������� �����
�, ��������� �� t �
��; ����� �� 
�
 t1 �
�� 
������
� ��

�	���� 1, t2 �
�� – ��

�	���� 2, t3 �
�� – ��

�	���� 3. 
#���� 
���� 2 �������, ���������

�
 �� ���������� t, ����� 

31 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3,tt tB t A t A t A B B B

t t t
� � � � � �  

��� Bi = tAi (i = 1, 2, 3). 

&� �����, $�� ��$�� 2 ���� �����	�� 	�
��
�� �����
�"�� 
��$�� 21, 22, 23. �	�������	�
�, �
������� ���
 
������, ������� 
����������� ����� ��������� �� ������ t, ���� �����	�� ���	�$�� 
��$�� 21, 22, 23. '���������, �
�	���$
�� ������ ����� ���� ���-
������
 ��� 	���� ���������
�� ������� 31, 32, ..., 3� � 	���� 
$��	� ��

�	���� 1, 2, ..., �. @ ���� �	�$�� ��	�$�� �����	�� ���-
	�$�� ��$�� 21, 22, ..., 2� � n-���
�� �������
����. 

������ 6.4. A������ 3 ��	��� ��	��� � �������� � ������� 
����		���. 9���� � � � �� �ii

i aa8 21 ,� , ��� � �ia1  – ��	� ��	���, � � �ia2  – ��-
	� ������� � i-� ��	��� (i = 1, 2, 3). A� ��

�
 ��	���� ������	�
 

���� ��	�� � s1, s2, s3 – ��	� ��

�
 ��	����. #���� ��	� ��	��� � 

���� ��	��� �	�������: � � � � � �,3

13
2

12
1

111 asasasa ���  � ��	� ������� 
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 x2

9
B3 

7
B2 

6 B4 

1 B1 

O 2 8 11 18
x1 

 

���. 6.18 

– � � � � � �.3
23

2
22

1
212 asasasa ���  A
�$� ������, ��$�� 8(�1, �2) ��������-

	����� � ���� �����	�� 	�
��
�� �����
�"�� ��$�� 81, 82, 83. 

@ $���
����, ������� 
� ����� ������: ����� ��
� ��	��� 

81(0,9; 0,05), 82(0,4; 0,35), 83(0,1; 0,45); 

���
� 	� �� ��

�
 ��	���� ��������� 
���� ��	�� � �������
��� 
��	��� 55% � ������� 30%? *���� ���
� ��	�$��� ���!�$���� 
(���. 6.18), ��	� 
� �	��$���� ������ ��������� �����	�� ���	�$-
�� ��$�� 21(18, 1), 22(8, 7), 23(2, 9) – ������	�
�� 321 BBB  (������� 
���	�$�
 � 20 ���). 

9����	�� �������$
� ��$
�� �������
��, ��������, $�� ��$�� 
24(11, 6) �������� �
� ��

��� ������	�
���, �.�. 
� ���
��	���� 
�����	�� ���	�$�� ��$�� 21, 22, 23. %
�$��, ������� ��	�� 
� ��-
��������. 
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§ 6.11. =��!�� !�#�#,# %#�&$)� 

1. Y���%� 


%��$������.  3��
���� �  ��������
� �����
��� �
�� 
����% ���
%�
��, ��� %������ 
���� ��

������ �� ���� ������ 
����% 1F  � 2F  �
�� ��
������� �������� 2a, �����
�!��� ��
-

������ ����� 1F  � 2F . 

#�$�� 1F  � 2F  
��������� (�%�
��� �		����, � �������
�� 

21FF  ����� 
��� – (�%������ ��

�������. 
9�� ���� 
� ���	�$����� �	�$�� �������
�� !������. *$����-


�, $�� � ���� �	�$�� �		��� ��������	��� ����� �%�����
��. 
A� ��

��� ������	�
�� �		���� �������� ������� ������ ��� 

�������
��. 9��������� ����, $�� � ��$��
 1F  � 2F  
� �	������� 
����
��� ��� ��	���� (���. 6.19). @������ ����� ������� �	�
�� 
2a � ��� ��
"� �������� ��	������. 9������� ������ ����
���� 
���, $���� ������� 
���
�	���, ����� ���������� ������ ����
��-
�� �� �	�������. #���� �	��, �����	�

�� ������� ����
����, � 
����� �		�����. 

),( yxM

2F1F
x

y

O

 

���. 6.19 

9���� ��$�� M  ���
��	���� �		����. *������ MF1  � MF2  ��-
��� 
������� (�%������� �����
��� ��$�� M  � ����
�$��� �������-
����

� r1 � r2. 

@������ ��������� �����
�, �.�. ����
�
��, �������� ����	�-
�����	� �� ������
��� ��$�� �		���� � ��	��� �
�. *���
�$�� 
$���� 2a ������

��, � ������� �	� ��$� � ������	�
�� �		����. 
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9���� .2|| 21 cFF �  9� ������	�
�� .ca �  '��������� ��������	�-

�� ��������� ������� ������
�� ,Oxy  � ������� !����� 1F  � 2F  
�����	���
� 
� ��� ���"��� ��������$
� ��
�����	�
� 
�$�	� 
������
��. #���� 1F  � 2F  ����� �����������

� ������
��� 

)0,( c
  � ).0,(c  9���� M – �������	�
�� ��$�� �		���� � ������
�-
���� ),( yx , ����� 

,)( 22
1 ycxr ���  .)( 22

2 ycxr �
�  

9� ������	�
�� �		����  
.221 arr ��  

�	�������	�
�, 

 .2)()( 2222 aycxycx �����
  (6.48) 

A���	���� ���
����
�� ���"����� «�
�$����
�� ������	��», ��-
�	� 
��	��
�
 �����������
�� �� (6.48) ��	�$�� 

 .)()( 22222222 acayaxca 
��
  (6.49) 

*���
�$��  

 ,22 cab 
�  a > b. (6.50) 

� �$���� �����

��� ����
�$�
�� ����
���� (6.49) ������ ��� 

.222222 bayaxb ��  

'����	�� ��� $���� ����� ����
���� 
� 22ba , 
�
����  

 .12

2

2

2
��

b
y

a
x  (6.51) 

#���� �������, ��	� ��$�� ���
��	���� �		����, �� �� ������-

��� ��	�
� ����	�������� ����
�
�� (6.51). ������� ������, 
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$�� ��	� ������
��� 
�������� ��$�� ),( yxM  ����	�������� 
����
�
�� (6.51), �� �
� ���
��	���� �		����. A����  

,)( 222
1 ycxr ���  2 2 2

2 ( ) .r x c y� 
 �  

9������	�� � ��� ����
���
�� ������
�� �	� y2 �� (6.51), ��	�$�� 

,1)(
2

2

2
222

1 �
�
�

�
�
� ����

�

�
��
�

�

��� x

a
ca

a
xbcxr  

.1)(
2

2

2
222

2 �
�
�

�
�
� 
���

�

�
��
�

�

�
� x

a
ca

a
xbcxr  

�	�������	�
�, 

 x
a
car ��1 , x

a
car 
�2 . (6.52) 

A� ����
�
�� (6.51) ��������, $��  

 .ax �  (6.53) 

7���� ����, ��� ��� ,0 ac )�  ��  

 .1)
a
c  (6.54) 

#���� �������, �� (6.53) � (6.54) ��	�$�� 

.ax
a
c

)  

�	�������	�
�, 

0�
 x
a
ca , .0�� x

a
ca  

@ ��	� ����� ����
���
�� (6.52) ���
����� ��� 



 217

,1 x
a
car ��  .2 x

a
car 
�   

*����� 
.221 arr ��  

+�� ��
�$���, $�� ��$�� M  �����	������� 
� �		����. #���� ����-
���, ��	�$�

�� 
��� ����
�
�� (6.51) ��	����� ���������� �����
�. 

%������, $�� � ���
�
 �������
 ������
�� 
� �	������� �		��� 
����� ���������� ���	�$
��� ����
�
����. @ �����

�� 
��� 
������� ������
�� ����
�
�� �		���� ���
����� 
����	�� ������� 
���. J���� 
������� ��� ����
�
�� %�������
%�� ���������� ��-
���
�. 

:���(����.  7�� ��� �����
�	���, �����
���� ��	����� $�-
��
�� �	�$��� �		����, �	� �������� !����� 1F  � 2F  ���������. 
+�� ���
���	�
� ����, $�� ,0�c  �.�. .rba ��  @ ���� �	�$�� ����-

�
�� (6.51) ���
����� ��� 

.12

2

2

2
��

r
y

r
x  

A	�, $�� �� �� �����, 

 .222 ryx ��  (6.55) 

A��	����� ��������$����� !���� �		����. A� (6.51) �	�����, 
$�� ��	� ��$�� � ������
����� ),( 00 yx  ���
��	���� �		����, �� 
��� ���
��	���� � ��$�� � ������
����� ),( 00 yx
 , ),( 00 yx 
 , 

).,( 00 yx 

  +�� ��
�$���, $�� �		��� ����� ��� �����
� �����
��-
��	��
�� ��� ���������, 
��������� �������� �
���, � "�
�� 
���������, 
��������� ������� �		����. >�	� �		��� ����
 ��-

�
�$����� ����
�
���, �� ��� �	��
��� ����� ��	����� ��� ��-
����
��, � "�
���� – 
�$�	� ������
��. 

#�$�� ),0,(1 aA  ),0,(2 aA 
  ),,0(1 bB  ),0(2 bB 
  ������$�
�� �	-
	���� � ��� �	��
��� ����� ����� 
������� ���
����� �		����, � 
������� 21AA  � 21BB  – �����������

� ����
�� � ����� �
��� ��-



 218

���
�. D��	� a � b ���
��� 
������� �����������

� ����
�� � ��-
��� �����
��� �����
� (��� 
����
�� ����	��	�
� ���, $�� a > b). 

#���� �� ��
�
�$������ ����
�
�� �		���� ��������, $��  

,|| ax �  .|| by �  

+�� ����������, $�� �		��� �����	���
 �
���� ��������	�
��� �� 
�����
���, ������	������ ������� 

.  ,  ,  , bybyaxax 
��
��  

:���(����.  '��������� �����������
�� �	�������, ��� ��-
����� ������ ��$�� � ������
����� ),( yx  �������� � ��$�� � ��-
����
����� ),~,~( yx  ���$��  

 �
�
�

�
�
� ��� 1    ~  ,~

b
ayyx

b
ax . (6.56) 

*
� ��������	��� ����� ���
����
�� �������
�� �	������� � ���-

�� �����
� �� "�
��� ���	� ��� Ox. *$����
�, ��� ����� �����-
������
�� �����
����, ����

�� ����
�
��� 

,12

2

2

2
��

b
y

b
x  

�������� � �		���, ����

�� ����
�
��� 

.1
~~

2

2

2

2
��

b
y

a
x  

#���� �������, �		��� ���
� ������������� ��� «����
����» ��-
���
����. &��� ���� «����
������» 
������������ �	������� ��-

����. 


%��$������.  3�����
�
�

�
�� �����
� ��������
� ��
-
�� ,6  ������ ����
���! ��� (�%������� ��

������ % ����
�� 
�����
�, �.�. 

 
a
c

�6 . (6.57) 
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#�� ��� ,0 ac )�  �� ���"�
�������� ����
����� � �	������
 ���-
��	�
 

.10 )� 6  

@���
��, ��� ��
���
�� 
a
b  ���������� $���� ���"�
��������. 

A����  

 .1 2
2

22
6
�



�

a
ca

a
b  (6.58) 

A� (6.58) ��������, $�� ����� �		�����, ������
 ��
� � �� �� ��-
	�� ��	����, 
� ���
�� ���"�
���������, ��	�� «����
����» ��-
��� ���, � �������� ���"�
�������� ��	���. 

:���(����.  �	�$�� ,0�c  ��� ����$�	��� ����, �����������-
�� �����
����. A� (6.57) �	�����, $�� ���"�
�������� �����
���� 
����
 
�	�. 

2. ��%��*#�� 


%��$������ . 4
�������� �  ��������
� �����
��� �
�� 
����% ���
%�
��, ��� %������ ��
��!���� �������� �����
�� 
��

������ �� ������ ����% 1F  � 2F  �
�� �������� ��
�������. 

#�$�� 1F  � 2F  
��������� (�%�
��� �������	�, � �������
�� 
����� 
��� – (�%������ ��

�������.  

9���� ��$�� M  ���
��	���� �������	�. #�� ��, ��� � � �	�$�� 
�		����, ����
�$�� ������

��, � ������� �	� ��$� � ������	�
�� 
�������	�, $���� 2a, � !���	�
�� �������
�� – $���� 2c. *������ 

MF1  � MF2  ����� 
������� (�%������� �����
��� ��$�� M  � 
����
�$��� �����������

� r1 � r2.  

:���(����.  A� 
�����
���� ������	�
��� �	�����, $�� ��-
��	
����� 
�����
���� 

|||| 2121 FFMFMF �) , 

|||| 2112 FFMFMF �) . 
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�	�������	�
�, 

|||| 2121 FFMFMF )
 . 

E �
�$��, 
 .ca )  (6.59) 

 

),( yxM

2F1F  
x

y

 

���. 6.20 

@������ %�������
%�� ��������� ���������. '��������� ���-
�����	�
�� ��������� ������� ������
�� ,Oxy  � ������� !����� 

1F  � 2F  �����	���
� 
� ��� ���"��� ��������$
� ��
�����	�
� 

�$�	� ������
��. #���� 1F  � 2F  ����� ������
��� )0,( c
  � 

)0,(c  �����������

�. 9���� M – �������	�
�� ��$�� �������	� � 
������
����� ),,( yx  ����� 

,)( 22
1 ycxr ���  .)( 22

2 ycxr �
�  (6.60) 

9� ������	�
�� �������	�  

 .221 arr �
  (6.61) 

9������	�� � (6.60) ������
�� �	� r1 � r2, ����� 

.2)()( 2222 aycxycx ���
�
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9������ �����������
��, �
�	���$
�� ���, $�� ��	� ����	
�-

� ��� ������
�� ����
�
�� �		����, ��	�$��  

 ,12

2

2

2
�


b
y

a
x  (6.62) 

��� �����
� ����
�$�
��  

 .22 acb 
�  (6.63) 

#�� ����� ������
�, $�� ������
��� 	���� ��$�� �������	� 
����	�������� ����
�
�� (6.62).  

������� ������, $�� ��	� ������
��� 
�������� ��$�� 
),( yxM  ����	�������� ����
�
�� (6.62), �� �
� ���
��	���� ��-

�����	�. A� (6.62) �
�	���$
� ����, ��� ��� ��	�	��� ��� ������ 
����
�
�� �		����, 
�
���� 

�
�
�

��
�

�

)�


�

�

�
�
�

��
�

�

)



��
�

.0 ��	�  ,

,0 ��	�    ,

;0 ��	�  ,

,0 ��	�    ,

2

1

xax
a
c

xax
a
c

r

xax
a
c

xax
a
c

r

 

*����� ��	�$�� 

.0 ��	�,2

,0 ��	�,2

21

21

)�
�

�


���
��


xaax
a
cax

a
crr

xaax
a
cax

a
crr

 

#���� �������,  

.221 arr �
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�	�������	�
�, ��$�� M ���
��	���� �������	�. A���, ����
�-

�� (6.62) ��	����� ���������� ���������. J���� 
������� ��� %�-
������
%�� ���������� �������	�. 

A��	����� ��
�
�$����� ����
�
�� �������	� �	� ��	�$�
�� 
��������	�
�� � �� !����. #�� ��, ��� � �		���, �������	� ����� 
��� �����
� �����
����	��
�� ��� ��������� (������� �
�) � 
"�
�� ��������� (����� ���������). >�	� �������	� ����
� ��
�-

�$����� ����
�
���, �� �� �	��
��� ����� ����� ��� ������
��, 
� "�
���� – 
�$�	� ������
��.  

*�� ���������, ���
������ $���� !����� �������	�, 
�����-
���� ���
���������� �
�!, � �����
����	��
�� �� – ������ �
�!. 
#�$�� ������$�
�� �������	� � ���������	�
�� ���� 
��������� 
���
����� �������	�. D��	� a  � b  
��������� �����������

� 
���
���������� � ������ �����
��� �������	�. 

A� ����
�
�� (6.62) ��������, $�� 

,02

2

2

2
 


b
y

a
x  

$�� ���
���	�
� ����, $��  

b
y

a
x
� . 

�	�������	�
�, �
���� ��	����, ������	����� 
�����
����� 

,
b
y

a
x
�  

��$�� �������	� 
��. B��
�"� ���� ��	����, ���������� ������� 

 ,x
a
by �  ,x

a
by 
�  (6.64) 


��������� �
��������� �������	�. 
#���� �������, �������	� 	���� �
���� ��
 �������	�
�
 ��-

	��, ��������

�
 �����������, ������� ���
��	���� !�����. 
:%
������
���� �������	�, ��� �� ��� � �	� �		����, ������-

�� !����	�� 

.
a
c

�6  
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#�� ��� ,ac �  �� .1�6  A� (6.63) �	�����, $��  

 .1 26��
a
b  (6.65) 

A� (6.64) ��������, $�� ��
���
�� 
a
b  ���
� ��
��
�� ��	���
� 

��	� ����� ����������� �������	�. #���� �������, ���"�
�����-
��� �������	� ��	����� $��	���� 
�������������� ��	�$�
� ���-
����� ��	� ����� �����������.  

3. ����*#�� 


%��$������.  ��������� ��������
� �����
��� �
�� ��-
��% ���
%�
��, ��� %������ ��

������ �� ������ ���%� F  ����� 
��

�����! �� ������ ������ ,d  �� ���������� ����� ���%� .F   

#�$�� F  
��������� (�%�
�� ������	�, � ������ d  – ����%-
���
��. '������
�� �� !����� �� ���������� 
��������� �������-
��� ������	� � ����
�$����� $���� .p   

 

),( yxM

F
x

y
d

 

���. 6.21 

@������ ����
�
�� ������	�. @������ 
�$�	� O  ���������� 
������� ������
�� 
� ������
� ������� ,FD  ��������	������ ��-
��� �����
����	��, �����

�� �� ��$�� F  
� ������ .d  @ ���� 

������� ������
�� !���� F  ����� ������
��� �
�
�

�
�
� 0,

2
pF , � �����-

����� d  �������� ����
�
��� .0
2
��

px  9���� ),( yxM  – �����-
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��	�
�� ��$�� ������	�. *���
�$�� $���� 7  �������
�� �� ��$�� 
M  �� ���������� .d  #���� 

 ,
2

2
2

ypxFM ��
�
�

�
�
� 
�  (6.66) 

2
px ��7 . 

���	��
� ������	�
�� ������	� ����� ����� ����
���� 

22
2

2 pxypx ����
�
�

�
�
� 
 . 

@������ ��� $���� ����� ����
���� � �������, ���	� 
��	��
�
 
��$��	�
�� ��	�$�� 
 .22 pxy �  (6.67) 

A���, �� ������	�, $�� ��$�� ������	� ����	�������� ����
�-

�� (6.67). ������� ������, $�� ��$�� M, ������
��� ������� 
����	�������� ����
�
�� (6.67), ���
��	���� ������	�. �������-
��	�
�, �������	�� ������
�� �	� 2y  �� (6.67) � (6.66), ��	�$�� 

22
2

4

22
2 pxpxpxppxxFM ���

�
�

�
�
� ����
� . 

�	�������	�
�,  
.7�FM  

E ��� �������	������� � ���, $�� ��$�� M ���
��	���� ������	�.  
K���
�
�� (6.67) 
��������� %�������
%�� ����
�
��� ������-

	�. A� ��
�
�$������ ����
�
�� �������� �	������� �������� 
������	�. #�� ��� ������

�� y !��������� � ����
�
�� �� ������ 
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�����
�, �� �� ����, $�� ��$�� � ������
����� ),( yx  ����	�������� 
����
�
�� (6.67), �	�����, $�� ��� ����� ����	�������� � ��$�� � 
������
����� ).,( yx 
  #���� �������, ������	� ��������$
� ��-

�����	�
� ��� ,OF  
��������� �
�! ��������. #�$�� O  ������-
$�
�� ���� ��� � ������	�� 
��������� ���
���� ������	�. 

7���� ����, �� ����
�
�� (6.67) �	�����, $�� ��$�� ������	� 
���
��	���� ������ ��	��	�������. 9� ������	�
�� ��	����� 
���"�
�������� ������	� .1�6  

4. 
*+�� ���!����� )��!#� !�#�#,# %#�&$)� 


%��$������ . 5
�
�� ������� k �� ���
%�
�� ��������
� 
�����
��� ����%, %��������� x  � y  %������ �����������!� 
����������
%��� ��������! 
������ .k   

7�� �� ��� �
���, 	���� ������ 
� �	������� ���
� ������ 
	�
��
�� ����
�
��� 

,0��� CByAx  

�.�. ������ ���� 	�
�� ������� �������. 
'��������� %����! ������� �����%�, �.�. 	�
�� 
� �	�������, 

������	����� �	������$����� ����
�
��� ������ �����
� 

 ,0222 000110
2

2212
2

11 ������ ayaxayaxyaxa  (6.68) 

��� 000110221211 ,,,,, aaaaaa  – 
�������� ���������	�
�� $��	�, ���-
$�� 2212,11 ,aaa  
� ���
� 
�	� ��
������

�. K���
�
�� (6.68) 
�-
�������� ����� ���������� 	�
�� ������� �������. 

K���
�
�� (6.68) ����� ���� ����� ������
� � ������
�� 
!���� 

 ,0),(),( 00 ��� axbxxA ����  (6.69) 

���  

 ��
�

�
��
�

�
�

2212

1211

aa
aa

A , (6.70) 

 ),2 ,2( 0110 aab �
�

 ). ,( yxx ��  (6.71) 
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%������, $��  
.AAT �  

9������ �����"� A ����� ���� ����	����
� ��� �����"� ������-
��$
�� !���� 

 .2),()( 2
2212

2
11 yaxyaxaxxAxf ����

���  (6.72) 

+		���, �������	� � ������	� ��	����� ��������� �����
 
������� ������� 
� �	�������. 7���� 
����

�
 �����
, ������-
���� � ������ ���� �����
 ������� �������. #��, 
�������, ����-

�
�� 

 ,02

2

2

2
�


b
y

a
x  (6.73) 

��� ,0,0 �� ba  ���
���	�
�� �������
���� 

,0�
 x
a
by  ,0�� x

a
by  

������ 
� �	������� ���� ����
�%�!���
� ������. K���
�
�� ���� 

 ,022 �
 ay  (6.74) 

��� 0�a , ������	��� 
� �	������� ���� ������������ ������ 

,0�
 ay  ,0�� ay  

� ����
�
�� 

 02 �y  (6.75) 

– ���� 
�����
�� ������ .0�y  
���������� ����
�
�� ������� �������, ������� ������ 
� 

�	������� ��
� ��$�� 	��� ������ 
� ������ 
�����
 ��$��. 9��-
����� ������ ����
�
�� ��	����� �	�������: 



 227

 ,02

2

2

2
��

b
y

a
x  (6.76) 

��� .0,0 �� ba  +�� ����
�
�� ������ ��	��� ��
� ��$�� – 
�$�	� 
������
�� ).0,0(  � ������ �����
�, ��� ����� ���
� �
��������-
������ ��� ����
�
�� ���� ������ ����
�%�!���
� ������: 

,0��
b
yi

a
x  .0�


b
yi

a
x  

E
�	���$
�� ������� ����
�
�� 

 12

2

2

2

��

b
y

a
x  (6.77) 

(��� 0,0 �� ba ) ������	��� «������» 	�
��. +�� ����
�
�� 
�-
�������� ���������� ������� �����
�. >�� ����	�������� 	��� 
��$�� � ����	���
��� ������
�����.  

#�$
� ��� �� ������� ��	� � �	�$�� ����
�
�� 

 ,022 �� ay  (6.78) 

��� .0�a  ��

�� ����
�
�� ����� 
� ������	��� 
� ��
�� ��$��. 
*
� ������ ���� ������ ������������ ������ 

,aiy �  .aiy 
�  

*�
� � �� �� 	�
�� 
� �	������� � ���
�
 �������
 ������
�� 
�������� ���	�$
��� ����
�
����, �������, ������� ��	�
�� 
������� ������� ������
��, ����
�
�� (6.68) ���
� ���������. 
������� ������
��, � ������� ����
�
�� ������ ���
����� 
����-
	�� ������� ���, 
��������� %�������
%��.  

@��� ��	� ���������
� 
�������� ���� �����
 ������� ��-
�����. &��
� ��������, $�� ��� ������ �����������
�� �������-
��� ������� ������
�� 

 
�
�
�

�����
��
��

,cossin
,sincos

0

0

yyxy
xyxx

		
		

 (6.79) 
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��������	������ ����� �������"�� �������� ���� 
� ���	 	  � ��-
��		�	�
��� ����
��� 
�$�	� � ��$�� ),,( 00 yx  	��� �����������
�� 

 
�
�
�

��
��
�����

0

0

cossin
,sincos

yyxy
xyxx

		
		

 (6.80) 

(����� �� �������"�� �	�� ������
�� ��
�����	�
� ��� ���"���) 
����
�
�� ������ ������� ������� ���������� � ��
��� �� ����-

�
�� (6.51), (6.62), (6.67), (6.73) – (6.78). #���� �������, �������, 
����������� ����� ����
�
����, ��$���������� ���� �	��� ���-
��
 ������� �������. 

/�������, ���������� ������, ������	����� ����
�
��� 

.04122 �
�� xyy  

@ 
���� ���������� ������� ������
��, ���������� ����
���
���� 

�
�
�

���
��

,1
,

yy
xx

 

��

�� ����
�
�� ������������� � ���� 

.42 xy ���  

�	�������	�
�, ��
��
�� ����
�
�� ��	����� ����
�
��� 
�����-
��� ������	�. 

§ 6.12. �#!����#��� !�#�#,# %#�&$)� 


%��$������.  �����+���
�� �
���!� ������� ��������
� 
�����
��� ����% � ���
����
���, %��������� x, y � z %������ 
�����������!� ��������! 

������ yzaxzaxyazayaxa 231312
2

33
2

22
2

11 222  

 ,0222 00302010 ����� azayaxa  (6.81) 
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��� 00302010231312332211 ,,,,,,,,, aaaaaaaaaa  – ���������	�
�� $��	�, 
���$�� 231312332211 ,,,,, aaaaaa  ��
������

� 
� ���
� 
�	�. 

*�
��
�� ������� ���	�����
�� !���� �����

���� ������� 
������� ��	����� ����� 
������. ���� ����� ������ ������� � ���, 
$�� ����� � !���� �����

���� ��
��������� 
� ���	�����
�� 
!���� ��$�
�� ���� �����

���� 
��������� �	��������� (���$-

� ����	������� �	������� x = a, y = b, z = c, ����		�	�
�� ����-
��
��
�� �	��������). 

/��� �� ����$��	�� ��
��
�� ���� �����

����� ������� ��-
�����, ������ �
 %�������
%�� ����
�
��. 

1. Y���%�#�$ 

 .12

2

2

2

2

2
���

c
z

b
y

a
x  (6.82) 

A� ����
�
�� (6.82) �	�����, $�� ������
��
�� �	������� ��-
	����� �	��������� ���������, � 
�$�	� ������
�� – "�
���� 
��������� �		�������. 7���� ����, �		������ ���������� � ���-
�����	�
�� ����		�	�������, ���������� 
�����
������  

,ax �  ,by �  .cz �  

D��	� a, b, c 
��������� �����
��� �����
����. #�$�� ������-
$�
�� �		������� � ����� ������
�� ),0,0,(1 aA  ),0,0,(2 aA 
  

),0,,0(1 bB  ),0,,0(2 bB 
  ),,0,0(1 cC  ),0,0(2 cC 
  
��������� ���-

�����. 

9������
�������� 
� ������� �		������� ���� ������ ��$�-

��. �	� ����	�
�
 ����� �����

����� ������
���� $�����	� 
�������� ���	�����
�� ��������$����� !���� ����������	�
�. 

'��������� ��$�
�� �		������� �	�������� .hz �  A���� 

2

2

2

2

2

2
1

c
h

b
y

a
x


�� . 



 230

#���� �������, ��	� ,ch �  �� �	������� hz �  
� ����� ����-
��$�
�� � �		��������, ��� ch 8�  �
� �������� �		������� � ��� 
�����
�
, � ��	� ,ch )  ���������� �� �		���� 

.1
11 2

2
2

2

2

2
2

2
�

��
�

�
��
�

�



�

��
�

�
��
�

�



c
hb

y

c
ha

x  

/�������, ��� h = 0, �.�. ��$�
�� �	�������� z = 0, ��	�$�� ����-

�
�� �		���� 

.12

2

2

2
��

b
y

a
x  

E
�	���$
�� �����"�� ��	��������� ��� ���������
�� ��$�
�� 
�		������� �	��������� ,hx �  .hy �  

 

y 

x 

z

 

���. 6.22 

:���(����.  D���
�� �	�$��� �		������� (��� rcba ��� ) 
��	����� �!��� 

2222 rzyx ���   

� "�
���� � 
�$�	� ������
�� � �������� .r   
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2. @��,�� ��%� %#!����#���� !�#�#,# %#�&$)� 
1. *�
���	���
�� �������	��� 

 .12

2

2

2

2

2
�
�

c
z

b
y

a
x  (6.83) 

x

y

z

 
���. 6.23 

2. �����	���
�� �������	��� 

 .12

2

2

2

2

2

�
�

c
z

b
y

a
x  (6.84) 

x

y

z

 

���. 6.24 
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3. 7�
�� 

  .02

2

2

2

2

2
�
�

c
z

b
y

a
x  (6.85) 

x

y

z 

 

���. 6.25 

4. +		����$����� ������	��� 

 .22

2

2

2
z

b
y

a
x

��  (6.86) 

 

x 
y 

z 

 

���. 6.26 
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5. B������	�$����� ������	��� 

 .22

2

2

2
z

b
y

a
x

�
  (6.87) 

 

x

y

z

 

���. 6.27 

6. +		����$����� "�	�
�� 

 .12

2

2

2
��

b
y

a
x  (6.88) 

x

y

z

 

���. 6.28 
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7. B������	�$����� "�	�
�� 

 .12

2

2

2
8�


b
y

a
x  (6.89) 

 

x 

y 

z 

 

���. 6.29 

8. 9�����	�$����� "�	�
�� 

 ,22 pyx �  .22 qxy �  (6.90) 

x

y

z

 

���. 6.30 



9. 9��� �����������
�� �	�������� 

 .02

2

2

2
�


b
y

a
x  (6.91) 

10. 9��� ����		�	�
�
 �	�������� 

 .022 �
 ax  (6.92) 

11. 9��� ��������
 �	�������� 

 .02 �x  (6.93) 

/� ���� ����
$������� �	����!���"�� �����

����� ������� 
�������. 
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����� 7  

���@���� 
� ����	�
� ��
�������
����� 

§ 7.1. 
*+�& /�$�(� #%����/�A��.  
������#� %�#,������#!����.  

��#!��� /�$�(� 

/� �������� ������

� �����$����� ����� �����"��, ����� ���-
��$� ������-�� ����	����� ���
� 
� ��
��, � �
����� ���	�$
��� 
���������. @ �����
�� �����"�� ����� ��������� ����	�
� ������ 
$�	����, "�	�� ����������� �	� ���� �����	�, �, 
���
�", 
����
�� 

�������� � "�	��. >�������

�, $�� ����� ����
�� �
���, ������ � 
�����-�� ����	� ������
��. &�������$���� ��� �������� ���$
� � 

�
����
�� 
����	����� �	� 
����
����� �
�$�
�� 
�������� 
!�
�"��, �.�. � ����$�: 
���� max (min) f(x) ��� ��	����, $�� ����-
��

�� � (���$
� ������� ��$�� x) ��������� 
�������� ����
�� ��
-

�� �
������� X. 9���� ���: 

 � � � � .,minmax Xxxf #'  (7.1) 

*�����	�

�� ����� ������� ����$� 
��������� ������� ����-
�������. &
������� X 
��������� ����
����� �����
���� ��
-

�� ����$�, � !�
�"�� )(xf  – ������� (��%����. 

@ �����	����� ��	���
���� �	�$��� ��$�� x �������� 
������ 
�� 
����	���
 $���	: 

� �nxxxx ...,,, 21� , 

�.�. ��	����� ��$��� n-���
��� ���!����$������ �������
���� ;n�  
�����������

� �
������� X ���� ����
������� � .n�  
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*$�
� �
���� ������� �� ����, � ����� ���� �������� �������-
��� �
������� X. @� �
���
 �	�$��
 X ����	����� �� n�  � ����-
��� ������� 
�����
��� (
�������
): 

 

� �
� �

� ��
�
�

�
�
�

�

 

 
 

,0...,,,
............................

,0...,,,
,0...,,,

21

212

211

nm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

 (7.2) 

��� mggg ...,,, 21  – �����-�� ����

�� !�
�"�� � .n�   
A
�$� ������, X ���� �
������� ��$�� � �1 2, , ..., ,n

nx x x #�  ����-
	���������
 ������� 
�����
��� (7.2). 

@ ���� �	�$�� ����$� ��������"�� ����������� �	������� 
���. ��
� !�
�"�� n ������

�
 � �nxxxf ...,,, 21  � ������� 
���-
��
��� (7.2). #�������� 
���� max (min) f ��� ��	����
 (7.2): 

� � � �minmax...,,, 21 'nxxxf . 

9�
��
�, $�� �	����� 
���� 
� ��	��� ���� �
�$�
�� max (min) f, 

� � ��$�� �	� ��$��, ��	� �
 
����	���, � ������
 ��� �
�$�
�� 
�����������. #���� ��$�� 
��������� ������������ ��
������. 
&
������� ���
 ������	�
�
 ����
�� ����� 
������� ��������-
��� �����
���� � ����
�$��� .*X  

%���$� �����
��� ���� ��	�$�	� 
����
�� ����� ����������-

%��� ���������������� (
� �	����� ������ ��������$����� ���-
����������
�� � �������������
��� 
� ����������). 9�� ���� 
!�
�"�� f 
������� ������� !�
�"���, � 
�����
���� 

� �migi ...,,2,10 �  – �������������. @ ��	���
���� �	�$��� � 
$��	� ����
�$�
�� �
���� ��	���� 
�����"���	�
���� ���
 ����-
��

�
: 

0...,,0,0 21    nxxx  

�	� �
 $����, 
� ���, ����$��, 
� �������	�
�. 
@ ����������� �� 
�������� !�
�"�� mggf ...,,, 1  ���	�$��� 

���
�� ���� ��������$������ �������������
��. /����	�� ���-
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���� � $���� �����$������� �	�$��, ����� ��� !�
�"�� ��	����� 
	�
��
���, �.�. ������ �� 
�
 ����� ���  

....2211 bxaxaxa nn ����  

#���� ������� � ������ ��������� ����������������. H�
��
�� 
�������������
�� �!����	��� ��� ����	�
�� �����	 ����	��
�� 
���������� � 1940 – 1950-
 ��., ����� ����
�	���, $�� "�	�� ��� 
����$ �� �!��� �	�
�����
�� � �����	�
�� ����� ���� �!����	�-
����
 � ���� ����$ 	�
��
��� �������������
��. �	� ����
�� ��-
��
 ����$ ���������
� �!!�����
�� ������, � ��
�� �� ������
 
(��� 
��������� ����	���-�������) �� ���
�������� ��	���. 
9���$���
�, $�� � 
�������� ����� ������
� 80 – 85 % ���
 ��-
�����
 
� �������� ����$ ��������"�� ��
������ � ����$�� 	�-

��
��� �������������
��. 

@ ��	�
�����, ������ ���� $���� ��
������

� ������������� 
��� ���� ����$: � � max'xf  � � � min,'xf  ����� ������������� 
����$� ��	��� ������-
����� ��
��� ����. #���� ���
�� �������
 
���, $�� ������ ����$� 
� �������� �������� � ����$� 
� ��
���� 
(� 
�������) ��
���
��� "�	���� !�
�"�� 
� 
1. 

>�� ��� 
����
��, $�� � ����$� ��������"�� (7.1) �
������� X 

��������� ����������; �����������

� 	���� ��$�� Xx#  
���-
������ ����
����� ��
�����. ���������� ����
��, ������ max 
(min) f, 
��������� ����������� ��
�����. /�����
���� (7.2) 
�-
�������� �������������.  

'��������� 
����	��� �������� ����$ 	�
��
��� ���������-
����
��. 

1.  J����� � ���%� (������ ����������
 �� �
��� ��. ��
�� 
“K����	�
�� !�
�
���� � ������$����� ��
��”). 

9���� �������

�� �������� ��
�� � ����� � ���������� ������-
	��� 100 �	
 ��		. D���� ���
 �������, 
� 
� ��
�� 35 �	
 ��		., 
��	�
� ���� �������
� � �������
. 7������ ��	����� 
�	�����-

��� �������� ��
��, ��� ��� � �	�$�� 
���������

�� ������
���� 
� 
�	�$
���� �������� ������� � ��
��� ��� ��������

�
 ������ 

�������
�.  

������ ��	� "�

�� ������ (�����

� �����������

��). A
 
���
� � 	���� ����
� �������, ��	�$�� 
�������� �����	�, �	�, 
�� ������ �	�$��, ��� ��	����� ������. 9������ ���������� ���-
��	�, ���	��
� �������� ������$����� ��
�� ��	�
� �������� � 



 239

������	�

�� ������"�� 	�����
�� ������ – "�

�� ������, $��-
�� �����
�������� 
�	�����
���� ��������. @ 
���� ������� 
	�����
�� ����
�$�
�� ������: "�

�� ������ ��	�
� ������	��� 

� ��
�� 30 % �������, �������

�
 � �������
 � "�

�
 ������
. 

9���� x – �������� (�	
 ��		.), �������

�� � �������
, y – ������-
��, �	���

�� � "�

�� ������. A���� �	������� ������� 	�
��
�
 
����
�$�
��: 

1) 100�� yx  –  ��	�
����� ����
�$�
��; 
2) 35 x  –  ������
�� ����
�$�
��; 
3) � �yxy � 3,0  –  	�����
�� ����
�$�
��; 
4) .0,0   yx  

`�	� ��
�� ������� � ���, $���� ��	�$��� �������	�
�� ���-
��	� �� �������� � "�

�
 �����:  

max21 '�� ycxcf  ��� ��	����
 1) … 4), 

��� 1c  – ��
��
���� ��������, 2c  – ��
��
���� "�

�
 �����.  

#�� ��� ������� ��
�� 	�����
�, $�� "�

�� ������, �� ���$-

� 21 cc � . &� ����	� � ����$� 	�
��
��� �������������
�� � 
����
�$�
���� 1) … 4) � "�	���� !�
�"��� f, ������� ��������� 
���������������. 

2. J����� � �����. A� ������
�� � 
���� ���������
�� ���-
������ ��������� ��������� ����� �����, �������, � ��
�� �����
�, 
����	������	� �� ��
���	�
�� ������
���� ����
���� � ����-
��	�
�
 ��������
 (��	��
, ����
, ��	�����
, ��
���	�
�
 ��	�
, 
������
�
), � ������ – �������	� �� 
����
���
 ������. 

'��������� ������� ��������$����� ����	� ���� ����$�. 
9���� ������� ��� ���� ���������: )1 � )2, ���������
 ����-

��	�
�� �������� 8, 2, #. @ 1 �� ��������� )1 � )2 ���������� 
������	�

�� ��	�$����� ������	�
�
 ������� ���� �	� �
��� ��-
��. +�� �����
�� ��������	�
� � ���	. 7.1. 
 #��	�"� 7 .1  

 8 2 # 

� 1 �� )1 a1 b1 c1 

� 1 �� )2 a2 b2 c2 
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7���� ���
 ��

�
, 
�� ������
�: a, b, c – �������$
�� ������-

���� ����
���� � ������	�
�
 ��������
 A, B, C (�����������

�) � 

,1s  2s  – ��������� 1 �� ��������� )1, )2. #�������� ����$����� ��-
	�$����� 1x  �������� )1 � ��	�$����� 2x  �������� )2 ���, $���� 
������$��� 
���
������ ��	�$����� ������	�
�
 ������� ��� ��-

���	�
�
 �������
 
� ��������. *$����
�, ����� ��������� ���-
������ ����� .2211 xsxsf ��  

*���� ��	�$����� �������� A � ����
 ����
 ��������� ���
� 
.2211 xaxa �  *
� ��	�
� ���� 
� ��
��� a: .2211 axaxa  �  

E
�	���$
�� 
�����
���� ��	�
� ����	
����� �	� B � C. #�-
��� �������, ��	�$�� �	������� ����$� 	�
��
��� ���������-
����
��. 

��
� �������  

 
�
�

�
�

�

 �
 �
 �

cxcxc
bxbxb
axaxa

2211

2211

2211

,
,
 (7.3) 

���
 	�
��
�
 
�����
��� � ����� 
�������
��� 1x , 2x  � 	�
��-

�� !�
�"�� 1 1 2 2.f s x s x� �  

����� ����
�� ������� (7.3), ����	���������
 ����	
���	�-

� ��	����� 
�����"���	�
����: 

 1 20, 0,x x   (7.4) 

��������� ������� �����, ��� ������� !�
�"�� f ��������� 
��-
��
����� �
�$�
�� (��
�����������): 

min'f  ��� ��	����
 (7.3), (7.4).  

%������, $�� � �����
�� �
��� ����� ���� �����
� ���	�$
�� 
����$� � ������	�
�� ��	����, ������ ����$���, �������
 ������, 
������ ��
���	�
�
 ������
�� � �.�. 

3. J����� �� �
����������� ��
��
��. 9���������� ����� � ����� 
���������
�� ������	�

�� ��	�$����� �������� ���
��� ����: ����$�� 
��	�, ��
���, �����, ���������
��, ������������

�� �������, �	����� 
� �.�. ��������, 
�������, ������� ���
 ����� R1, R2, R3 ������� � ��-
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	�$�����
 �����������

� b1, b2, b3 ��	��
�
 ���
�". 9���������� ��-
������� ��� ���� �������: T1, T2. 9��$�� ������
�, ���	��� ���
�" ���-
���� ������� ��������� �	� ������������ ��
�� ���
�"� ������� ������. 
9���� aij – $��	� ���
�" ������� Ri (i = 1, 2, 3), 
���
������ �	� �����-
������� ���
�"� ������ Tj (j = 1, 2). ��
��, ��	�$����� ������������ �� 
���
�"� ������� ���� �������, �����������

� ����
 c1, c2. #�������� 
��� ��

�
 �������
 ��������� ����� �����
�"�� �������, ��� ����-
��� ��
�� ����������� �����	�� �� �������	�
��. 

*���
�$�� $���� x1, x2 �����������

� ��	�$����� ������� T1, T2. 
*$����
�, ��
�� ����������� .2211 xcxcf ��  

*���� ��	�$����� ������� R1, ����	�������� ��� ������� ����
 
�������, ���
� .212111 xaxa �  *
� 
� ��	�
� ������
����� ������ b1, 
�.�. .1212111 bxaxa ��  

@����� ��	�$����� ������� � �3,2,1�iRi , ����	�������� ��� 
������� ����
 �������, ���
�� ,2211 xaxa ii �  
� ��	�
� ������
�-
���� bi, �.�. ��	�
� ����	
����� 
�����
���� 

iii bxaxa �� 2211  (i = 1, 2, 3). 

&�������$����� ����$� �� ����	�����
�� �������� ������� � ���-
���
�� �
�$�
�� 
�������
�
 x1, x2, ����	���������
 ��	�����: 

�
�
�

�
�
�

�

��
��
��

  

3232131

2222121

1212111

21

,
,

,0,0

bxaxa
bxaxa
bxaxa

xx

 

� ��������������
 !�
�"�� 1 1 2 2.f c x c x� �  
4. 3���
������� ������. K��	�, ���������� � 
����	���
 ��-

��������
��
, ������	����� ���� ���������	��: �������, �	�����-
���
"��� � �.�. A�����
�, ���	��� ��	� ���������� � ������ �� 
����������
��, ������, �� ����" � ���	��� ��� ��������� 
� ��� 
�� ���� 	����� �� ���������	��; ������
� ����� �������
�� ���-
�� ����������
���� � ���������	���, � ����� ��	���� ������
�� 
����� 
���. K$������ ��� ��

��, ���
� ����$�����, �� $�� ��-

������ ��������� ������ ��

� ��	� �� 	����� ����������
�� � 
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	���� ��
�� ������	�
��. #�������� ��� ���
 ��	����
 ��	�
���-
���� ��������� ��	� ����� �������, $���� ������� ��	� ��
�-
��	�
���. 

9����, 
�������, ������� ��� ����������
�� M1, M2 � ��� ��-
�������	� )1, )2, )3. 7�	�$����� ��	� � M1 � � M2 �����������

� 
a1 � a2. %������ ���������	�� )1, )2, )3 ����� ����� �����������
-

� b1, b2, b3. �$�����, $�� ������
�� ������ ���
� ������
�� 
������
�����: 32121 bbbaa ����  (����� ������	���
�� ���	
� 
��������

�). /���
�", ����
� $��	� cij (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) – ����-
����� ��������� ��

� ��	� �� Mi � )j. /���
����� ������	��� 
����� $���	 x11, x12, x13, x21, x22, x23, ��� xi j – ��	�$����� ��	�, ����-

��
�$�

�� � �������� �� Mi � )j. 

�������� ���	�"� (���	. 7.2). 

 #��	�"� 7 .2  

 )1 )2 )3 @���� ������	�
� 

M1 x11 x12 x13 a1 

M2 x21 x22 x23  a2 

@���� ������	�
� b1 b2 b3  – 

*���� ��	�$����� ��	�, ������

�� �� M1, ��	�
� ���
����� a1; 
������ ����� ��	���� 

11 12 13 1.x x x a� � �  

E
�	���$
�� ��	���� ��	�
� ����	
����� �	� M2: 

21 22 23 2.x x x a� � �  

*���� ��	�$����� ��	�, ������	�

�� � )1, ��	�
� ���
����� 
b1. *����� 

11 21 1.x x b� �  

E
�	���$
� ��	�$��� ��	���� 

12 22 2 ,x x b� �  13 23 3.x x b� �  
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9�����	����, $�� ������� 
� ��������� ����� ������"��-

�	�
� ��	�$����� ������������ ��	�, �.�. ��������� �� Mi � )j 
����� cijxij. #���� ����� ������� �� ���� ���������� ����� 

11 11 12 12 13 13 21 21 22 22 23 23.z c x c x c x c x c x c x� � � � � �  

#���� �������, ���
���� � �	������� ����$�. ��
� �������  

 

�
�
�

�

��
�

�

�

��
��
��
���
���

32313

22212

12111

2232221

1131211

,
,
,
,

bxx
bxx
bxx
axxx
axxx

 (7.5) 

���� 	�
��
�
 ����
�
�� � ������ 
�������
��� � 	�
��
�� 
!�
�"�� z. #�������� ����� 
�����"���	�
�
 ����
�� x11, x12, x13, 
x21, x22, x23 ������� (7.5) ������� �����, ��� ������� !�
�"�� z 
��������� 
����
����� �
�$�
�� (��
�����������).  

9�����	�

�� ����$� ����� ����, ��
�$
�, �!����	�����
� � � 
��	�� ����� ����, �.�. � 	���� $��	�� ����������
�� � �������-
��	��. *
� ��	�$�	� 
����
�� ����
������� ������ � ���	��� ��-

�� �� �����
 ����	��, �	� ����
�� ������
 ��	� � ����
�� 
�����
�
� ������ 	�
��
��� �������������
��. 

A� ���������

�
 $�����
 ��������, ����	��� ��, ��	��� ���-
��� ��� ���
���� ��� ����� �
��� ����$ ��������$������ ���-
����������
��. #��, � $�������� ������� 
� ��� ����
�$�
�� 
�-
����
����; $���� �� 
�
 (� ���

� (7.5)) ��	����� ����
�
����. 
*�
��� �	�$�� ����
�
�� 	���� ������ � �	�$�� 
�����
���: ���-
����$
� ������ ����
�
�� g(x) = 0 ����
��� �������� �� ���
 
�-
����
��� � � 0 xg  � � � .0�xg  @���$��, �����
�� ����
�
�� � 
���-
��
����� ����� ���� ��������	�
� � ��	�� �!!�����
�� �����-
��� (��. 
���). 

����� ������ ����� !����	������ ����$� 	�
��
��� ���-
����������
��. 

)�
�� S – 
�
���� �������� ����������� (�.�. �������� ����-
����� ��� ��
������ �������� �������
��) 
 n ����������� 

1 2, , ..., ,nx x x  � f(x) – ������� (��%��� ���� 
� � 0 1 1 2 2 ... .n nf x c c x c x c x� � � � �  
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3������
� ��
��� ������  

� � min'xf  ��� ��	����
 S. 

*��$
� ������� S ��	�$��� � ���� ��	���� 
�����"���	�
���� 
���
 ������

�
: 

 0...,,0,0 21    nxxx  (7.6) 

– ��� �������� �� ���	�
��� ����	� $���	 .,...,, 21 nxxx  J���� 
�-
������ ��� ��	���� ������������ ����
�$�
����. 

/����	�� $���� �����$����� ��� ���
����
���� ����$� 	�
��-

��� �������������
��. 

1. 4�������
%�� ������ ��������� ����������������. @ ���� 
�	�$�� ������� S, ������ ������	�
�
 ����
�$�
�� (7.6), ��	�$�-
�� � ���� ����%� ���������. 9������� ����� �	����� ���
�����-

�� ����$� 	�
��
��� �������������
��. 

2. #���������� ������ ��������� ����������������. +�� ��-

�$���, $�� ������� S ������� ����%� �� �������
��, � $��	� ����-
��
 �
���� ������	�
�� ����
�$�
�� (7.6). 9�������� ����� �	�-
���� ���������

�� ���� ����$� � ��
��, � �����, �� ����	�����-

�� ��������. 

K����

�� ��� ���
����
���� �������� ��
� � ������. 9������ 
�
�$�	�, ��� ������ 
���������! ����$� � %�������
%��. 

9���� ��
� ���
����
�� ����$� 	�
��
��� �������������
�� – 
����� 
������� �� ����$�� 8: 

min...21110 '����� nn xcxcxccf  ��� ��	����
 S, 

��� S – ����

�� ������� 	�
��
�
 
�����
���, ��	�$����� (7.6).  

9���� m – $��	� 
�������	�
�
 
�����
��� � ������� S. '������-
��� 	���� �� ���
 
�����
���: 

 .0...2211  ���� bxaxaxa nn  (7.7) 

@����� 
���� ����	
���	�
�� ������

�� 1�nx  � ����
�� 

�����
���� (7.7) ����� ����
�$�
����: ����
�
��� 

12211 ... ������ nnn xbxaxaxa  

� ��	����� .01  �nx   
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>�	� �����
�� ����
� ���������� � ������ �� 
�������	�
�
 

�����
��� ������� S, �� ��	�$�� 
���� ������� S1, ��������� �� 
����
�
��, � ����� ��	���� 
�����"���	�
���� ���
 ������

�
: 
��
��
�
 nxxx ...,,, 21  � ����	
���	�
�
 1, ..., .n n mx x� � . %������, $�� 
����	
���	�
�� ������

�� mnn xx �� ...,,1  
������� ���$
� �����-

�����. 

/������ ����$�� 2 ����$� min'f  ��� ��	����
 S1. 
����
���� ����$� 8 � 2, 
�����
� ��������� � �
 ������	�
�-


����: 	���� ������	�
�� ����
�� ����$� 8 ���� ������	�
�� 
����
�� ����$� 2, ��	� � �
�$�
��� ������

�
 nxxx ...,,, 21  ����-
���� �
�$�
�� ��	�
����
 ������

�
. *����
�, 	���� ������	�-

�� ����
�� ����$� 2, ��	� ��������� �
�$�
�� ��	�
����
 ����-
��

�
, ���� ������	�
�� ����
�� ����$� 8. 

@ ��$����� ������� �����
�� ���
����
�� ����$� � ��
�
�$�-
���� ���
� �������� ������ � �����.  

@���� �	� ������� 
�����
���� ������� (7.2) ��	�
����� ����-
��

�� 3,x  �	� ������� – 4 ,x  �	� �������� 
�����
���� – 5,x  ��	�-
$�� ��
�
�$����� ����$�: 

min2211 '�� xsxsf  ��� ��	����
 

�
�
�

�
�
�

�

   

�
�
�
�
�
�

.0...,,0,0
,
,
,

521

52211

42211

32211

xxx
xcxcxc
xbxbxb
xaxaxa

 

9������ ������, ��� ������ %�������
%�! ����$� � 
�������-
���. D���� 
� ���	�
��� ���� ��	� ����������� ��������, ���-
������� ������.  

9���� ��
� ��
�
�$����� ����$� 	�
��
��� �������������
��: 

min2 4321 '
��
� xxxxf  ��� ��	����
  

 
�
�

�
�

�

    
�
��

����


.0,0,0,0
,223
,132

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 (7.8) 

J���� �$����� �� ������� 2. 
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9����
�� � ������� �� ���
 ����
�
�� (7.8) ����� B�����, ��-
��	�� ����� 
�������
�
:  

�
�
�


�
�
�

.
,12

214

213

xxx
xxx

 

K$������ ��� ����
����, ���
� 
������� 
���� ������
�� �	� f: 

� � � � .12212 21212121 ��
�

�
��
� xxxxxxxxf  

'��������� ������ 
���� ����$� 	�
��
��� �������������-

��, ������� ����� �$����� ������� 8:  

 min12 21 '��
� xxf  ��� ��	����
 

 
�
�

�
�

�

  
 


 �


.0,0
,0

,012

21

21

21

xx
xx

xx
 (7.9) 

>�	� ��� ���
����
�� ����$� �� ��
���	� �� ������ � ��
�
�-
$�����, �� ����	��� �� ������ ��	�
����� ������

�� 3x  � 4x  � 
����
��� ������� (7.9) 
���� �������� 

 
�
�

�
�

�

    
�


��


,0,0,0,0
,

,12

4321

421

321

xxxx
xxx

xxx
 (7.10) 


� ����� 
���� ����$� 

min12 21 '��
� xxf  ��� ��	����
 (7.10) 


�$��, � ���
����, 
� ����� ��	�$����� �� ��
��
�� ����$� 2. #�-
��� �������, ����$� 2 ���	��� � ���
����
�� ����$� 8 � ��
���� 
$��	�� ������

�
.  
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§ 7.2. ��#�����& /�$�(� ������#,#  
%�#,������#!���& 

'��������� ����$� 	�
��
��� �������������
�� �� ������-

�� ��������� (�	� ��
�����) 	�
��
�� !�
�"�� 

),()( 0 xccxf ��  
� ���������� �
������� X, ����

�� � ������� 
������� S 	�
��
�
 ����
�$�
�� (����
�
�� �	� 
�������
 
���-
��
���). /����
��, $�� �
������� X, ����

�� � ������� �����-
�� 	�
��
�
 ����
�$�
�� � �������
���� ,n�  
��������� ����%-
��� ������������ ����
��! � .n�  #���� �������, ��������$����� 
����	 ����$� 	�
��
��� �������������
�� ������� � ���
%���� 
��%
����� (��������) �������� (��%��� )(xf  �� �������� ����%-
��� ������������ ����
�� X % .n�  

������, $�� "�	���� !�
�"�� � ����$� 	�
��
��� ���������-
����
�� ����������, ��	� � ����$� 
� �������� "�	���� !�
�"�� 
����
�$�
� 
� ���������� �
������� ����
�, � � ����$� 
� ��
�-
��� – �
���. 

��#���� 7.1. 1
�� � ������ ��������� ���������������� ��-
��
����� �����
��� ����
�� � ������� (��%��� ����������, �� 

���
����� ���� �� ���� ����������� ��
����. 

��������	����� ������� 7.1 ����� ��
� 
���. 
9�� ���	�����
�� ����$� 	�
��
��� �������������
��  ���-


����� ��	� ������ ��
���� ��	���� ��$��. /����
��, $�� ��$�� 
Xx #0  
��������� ��	���� ��$��� �
������� X, ��	� �
� 
� ��	���-

�� �
����

�� ��$��� 
� �	� ������ ������� AB, "�	���� �������-
������ � X. 

��#���� 7.2. 1
�� � ������ ��������� ���������������� 
( ) max(min)f x '  ��� �
����� x X#  ����
����� �����
��� X ���-

�� ���� �� ���� ������! ���%�, � ������� (��%��� )(xf  ��������-
��, �� ������
� ������� ���%� �����
��� X, � %������ )(xf  
��������� ����������� �������� ������ ������. 

��������	����� ������� 7.2 ����� ����� ��
� 
���. A� �����-
�� 7.2 �	�����, $�� ����$� 	�
��
��� �������������
�� � ����
�-
$�

�� "�	���� !�
�"��� � 
� �	����� ��	���� $��	�� ��	���
 
��$�� ���
� ������, �����
�� �	������� ����� (����� �������� 
�����
). 
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+������
� �
� ������� ���%� ����
������ �����
���, � 
���� 
���� ����% ��������
� ���%� 
 ����������� (��%
�������� ��� 
�����������) ��������� ������� (��%���. +�������� ���%� � �
�� 
����������� ��
���� (������
�, ������, 
� ���
����

��). 

K����

�� ������ ����
�� ����$� 	�
��
��� �������������-

��, ��� �����	�, ������� ���������
 ��$��	�
��. @ § 8.1 � 8.2 �� 
��
�������� � ��� 
��������� ����	���-�������, ��������	��-
��� ����� "�	�
�����	�

�� ���"����� �������� �����
. 

��������	����� ������ 7.1 � 7.2 ����	����� ����� ���	�$�-

�� 
�������
�
, �
�	���$
�� ������ B����� ����
�� ������ 
	�
��
�
 ����
�
��. B�������$����� ��
����, ������������-
��� ���"����� ���	�$�
�� 
�������
�
 �	� ������ 	�
��
�
 

�����
���, 
��������� ����%���������� �����	��� �
������
-

��� �
������� 
� ������
��
�� �	�������. 

9���� ��$�� nx#�  ����� ������
��� x1, x2, …, xn. %���
�� ��-
�	��
�� ������
��� xn 
�	��, ��	�$�� ��$�� (x1, x2, …, xn–1, 0). J�-
��� 
������� ��� ��$�� ����%���� ��$�� x 
� ������
��
�� �	��-
����� xn = 0. E
�	���$
� ������	����� �����"�� ��$�� x 
� 	���� 
������
��
�� �	�������. /�������, �����"�� 
� ������
��
�� 
�	������� xn = 0, xn–1 = 0 ���� ��$�� (x1, x2, …, xn–2, 0, 0). @�����, ��-

��
�� 	���� k ������
�� ��$�� x � ����
�� ����	�
�� ������
��� 

�	���, ��	�$�� �����"�� ��$�� x 
� ��������������� ������-

��
�� �	�������. 

���	��� ����� �� ����$�
��. 7�� ��	��� $�� �����
�, �������-
����
�� ��$�� x 
� �� �	� �
�� ������
��
�� �	������� �������� 
� ��
��
�
�� ����
-�� k ������
�� ��$�� x � ����
� ����	�
�
  
n – k ������
�� 
�	���. >�	� ������ ��������� ��� n – k 
�	���
 
������
��, ��	�$�� ��$�� �������
���� .k�  +�� ��$�� ����� ���-

� 
������� �����"��� ��$�� x 
� ��������������� ������
��-

�� �	�������. A��

� ��� �� � ����� ��
����� ��	��� �����-
"�� ��$�� x. /�������, �����"�� ��$�� (a, b, c) # �3 
� ������-


��
�� �	������� x1 = 0 ��
������� ��� ��$�� (b, c) # �2.  

��#���� # %�#�)A�&�. 1
�� M – ����%��� ������������ ��-
��
�� � �n, �� ����%��� M �� �!��! %����������! ���
%�
�� 

���� ������
� ����%��� ������������ ����
��! (� 
������
�-
��!��� ���
����
��� �k). 
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� � � � � � � � 	 � � � � � .  9����	��� ������ �����"�� �	� ��$��  
(x1, x2, …, xn) �������� � ���������
�� 
����	���
 ������
��, �� 
�������$
� �������� ������� �	� �	�$��, ����� ������������� 
��	��� ���� ������
���, 
������� xn. ������� �	�����, �� ��	�-

� ��������, $�� ��	� �� ������ ��$�� x = (x1, x2, …, xn) # M �����-
���� ���	��
�� ������
��� xn, �� ��	�$�

�� ��$�� 

� �11 ,,~

� nxxx �  ����� ������������ �����	�� �
������

�� ��-

	���� � 1.n
�  
9� ��	����, ��	���� M ����	����� �� n�  � ������� 
�����-

��� ������� S 
�������
 	�
��
�
 
�����
���. '��������� 	���� 
�� ���
 
�����
��� 
 .02211  ���� axaxaxa nn�  (7.11) 

>�	� an = 0, �� ������� 
�����
���� (7.11) ��� ����
�
��. >�	� �� 
an � 0, ��, � ����������� �� �
��� an, �������� ��� � ���� P   xn 
(��� an < 0) 	��� Q � xn (��� an > 0). A���, 	���� �� 
�����
��� 
������� S ���������� � ��
��� �� ���
 ����� 

,,,0 nn xQxPR �   

��� R, P � Q ���� ������
�� ���� 

,112211 bxbxbxb nn ���� 

�  

�.�. �
���$	�
� ������ �����
�, 
� ���������� xn. 
#���� �������, ������� S ���
���	�
� ������� �� ���
 �	����: 

 

,

,
,

2

1

np

n

n

xP

xP
xP

 

 
 

�
 (7.12) 

 

,

,
,

2

1

qn

n

n

Qx

Qx
Qx

 

 
 

�
 (7.13) 
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.0

,0
,0

2

1

 

 
 

rR

R
R

�
 (7.14) 

'���������, ��� ���� 
� ���	�$�
�, $�� � ������� (7.12), (7.13), 
(7.14) 
� ����� ��
��� �	� ���� ���
 �	����. +�� ������� �� �
���� 
$���	 an. 

9������� ������ ������� 
�����
��� � n – 1 
�������
���  
x1, x2, …, xn–1 �	������� �������: �	� 	����� 
�����
���� P	   xn 
�	��� (7.12) � 	����� 
�����
���� xn   Q� �	��� (7.13) 
������ 

���� 
�����
���� 

P	   Q�, 


�����
���� �� �	��� (7.14) ������� ��� ����
�
��. @ ����� ��	�-
$���� 
���� ������� 

 
� �
� ���

�
�
�

� 

�� 

rR
qpQP

,,10

,,1;,,1

�
��

�

�	

�

�	  (7.15) 


�����
��� � n – 1 
�������
��� x1, x2, …, xn–1. +�� ������� ����-
	��� �� �������
���� �n–1 �����	�� �
������

�� ��	���� .~M  

9������, $�� M~  ���� �����"�� ��	���� M 
� ������
��
�� �	��-
����� xn = 0, $�� � �������� ��������	����� �������. 

9���
�� ������
�� ������	�
�� ������� (7.15). &���� �	�$���-
��, $�� � ������� �� ���
 �	���� (7.12), (7.13), (7.14) ������ �	� ���-
��� �	�� �����������. #���� � ������� (7.15) ����� ��	��� 
�����
���� 
R�   0. >�	� ����������� �	�� (7.14), �� � (7.15) ����� ��	��� 
�����
-
���� P	   Q�. /���
�", ��	� ����������� �	��� (7.12), (7.14) �	� 
(7.13), (7.14), �� ������� (7.15) 
�� �����. &� ����� �$����� �� � ���� 
�	�$�� ���������

��, �.�. ��������� �� 
�����
���� 0   0 (�	� ��$-

��, �� 
�����
���� 0
x1 + … + 0
xn–1   0). 

l����$���� �� ��	�
� �������� ��� ��������
��.  
A. >�	� �� 	����� ����
�� ������� S ��������� ���	��
�� 

������
���, �� ��	�$�� 
�������� ����
�� ������� (7.15).  
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B. �	� 	����� ����
�� ������� (7.15) ���
� 
���� ����� �
�-
$�
�� 
�������
��� xn, ��������
�� �������, ��	�$�� ����
�� 
��
��
�� ������� S. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  K�������
�� E �$����
� (��	� �����-

����� 
���� �
�$�
�� 
�������
�
 ����	�������� ������� S, �� 
�
 ����	�������� � ������� (7.12), (7.13), (7.14); 
� ����� �	� ����� 
�� 
����� ����	
����� ��� 
�����
���� ������� (7.15)). 

������� ��������
�� B. �
�$�	� ���������� ��
��
�� �	�-
$��, ����� � ������� (7.15) ������� 
��� �� ��
� 
�����
����  
P	   Q�. 9���� 



 � 1111 ,, 

 �� nn xxxx  

– �����-
����� ����
�� ������� (7.15). 9�������� �����

�� �
�-
$�
�� 
�������
�
 � ������
�� P1, …, Pp, Q1, …, Qq, R1, …, Rr, 
��	�$�� 
�������� $��	� 1 1 1, , , , , , , , .p q rP P Q Q R R
 
 
 
 
 
� � �  �	� 
�
 ��-
��	
����� 
�����
���� 

� �rqpRQP ,,1;,,1;,,10, ���


 ���  ��	��	 . 

&� �����, $�� ������ �� $���	 

 � qQQ ,,1  
� ��	���, $�� 	�-

��� �� $���	 1 , , .pP P
 
�  /� � ����� �	�$�� �������	�
� 
������� ��-

��� $��	� 

nx , ������� ���	�$�
� ����� ����� $��	��� 

 � qQQ ,,1  � 

����� $��	��� 

 � pPP ,,1 : 

� �qpQxP n ,,1;,,1 ��


 ��  �	�	 . 

*����� �	�����, $�� 
���� �
�$�
�� 
�������
�
 




 � nnnn xxxxxx ��� 

 ,,, 1111  

��	����� ����
��� ������� (7.12), (7.13), (7.14), � �	�������	�
�, � 
(7.15). 

@ ���	�$���	�
�� �	�$��, ����� � ������� (7.12), (7.13), (7.14) 
����������� ������ �	� ������ �	��, ���������� �	������� ��-
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�����. >�	� 
�� ������� �	���, � ��$����� 

nx  ���
� ����� 	���� 

$��	�, ����	���������� ��	����� 

� �qQxn ,,1, �

 � �� . 

E
�	���$
� ��� ���������� ������� �	��� �������� 

nx , ��
��� �� 

��	���� 

� �pxP n ,,1, �

 � 		 . 

/���
�", ��	� ����������� ����� ������ � ������ �	���, �� � 
��$����� 


nx  ���
� ����� ����� ����
� $��	�. #������ ������
�. 
A���	����� ������� � �����"��
 �	� ��������	����� ��
��� 

!���� � �����
�
 �����	�
 �
������

�
 ��	�����.  
9���������	�
� ������� �	�������: ��	� � ������� 	�
��
�
 


�����
���, �������
 ��	���� ,nM % �  ��
� �� 
�������
�
, 
�-
������ xn, �����������, �� ��	���� M 
� ����� �����
. �������-
��	�
�, ��	� �����-	��� ��$�� � �00

2
0
1 ,,, nxxxA ��  ���
��	���� M, 

�� � ��� ��$�� ������  

� �0 0
1 1 1 1, , ,n n nx x x x x t t
 
� � � #� � , 

���
������ $���� A, ����� ���
��	���� M. *����� �	�����, $�� A 

� ����� ���� �����
�� M. 

K��$
�� 
��� �����
�	����. &� ����� ��������, $�� 
���-
����
�� xn ������� ������ � ������� S, ��	� 
��� �� ��
� �� 
���-
��
��� ������� �������� $	�
 ���� axn, ��� a � 0, � ������
�� 
�	�$�� ����� ��������, $�� xn � ������� S ������� �� ������. +�� 
��
�$���: ��	� � ������� S 
�������� 
�������
�� ���	�
� 
� �
�-
���, �� ��	���� ,nM % �  ����$����� ������� S, 
� ����� �����
. 

#����� �!����	����� ����	���
�� � �����
�
. 9���� 
���-
����� 
�������
��, 
������� xn, ���	�
� �
���� � ������� S. '��-
������� ��	���� 1nM 
%� �  – �����"�� M 
� ������
��
�� �	��-
����� xn = 0. 9�����	����, $�� ��	���� M~  ����� �����
�, � A~  – 
��
� �� 
�
. #���� �������	��� �	������� ��������
��. 
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����� # !��"����.  )�
�� M – ����%��� ������������ ��-
��
�� � ,n�  � M~  – �� ����%��� �� %����������! ���
%�
�� xn = 0, 
��� xn ������� ������ � 
�
���� �������
��, ����!��� M. 1
�� 
��� ����
�� ���!� ���
���, � A~  – ���� �� ���
�� ,~M  �� 
���� 
����% ����
�� M, ����%����!���
� � ,~A  ����������� �����
� 
���
��� ����
�� M. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  *���
�$�� �
������� ���
 ��$�� ��	��-
�� M, ������������
�� � ,~A  $���� � �AK ~ . 7�� ���������� ������-

��	����� ������� � �����"��
, ��$�� �
������� � �AK ~  ��	�$����� 

����� ����	
�
�� ������
�� 0
1

0
1 ,, 
nxx �  ��$�� A~  �
�$�
���� ��-

����
��� xn, ����	����������� ������� 
�����
��� 

 � �.,,1;,,100 qpQxP n �� ��  �	�	  (7.16) 

&
������� ���
 ����
�� ������� (7.16) ���� 	��� ������� [a, b], 	�-
�� 	�$� [a, 1), (–1, b], 	��� ��� $��	���� ������. 9��	��
�� 
����-
���
�, ��� ��� ��
�$�	� ��, $�� � ������� (7.12), (7.13), (7.14) �	��� 
(7.12) � (7.13) �������� �����������, �.�. ������� 
�����
��� S �����-
�� ��	��� �� �	��� (7.14). +��, � ���� �$�����, ��
�$�	� ��, $�� � ���-
���� S 
�������
�� xn ���	�
� 
� �
����. *�
��� ���, ��� ��	� �����-

� ��
��, ���������$�� ����, $�� �� ��	���� M ����� �����
�. 

A���, �
������� ���
 ����
�� ������� (7.16) ���� 	��� [a, b], 
	��� [a, 1) �	� (–1, a]. 9������, $�� ��$�� � �axxA n ,,, 0

1
0
1 
� �  ��-

	����� �����
�� ��	����1 M. 
9�����	���� ������
��, �.�. $�� A 
� ��	����� �����
�� M. 

#���� ���������� ������� BC % M, ������� ��$�� A ����� �
��-
��

�� ��$���. 9����"�� ����� ������� 
� ������
��
�� �	��-
����� xn = 0 ���� 
�������� ������� ,~~~ MCB %  ������� A~  ����� 
�
����

�� ��$���; 	��� �� ��� �����"�� ��������� � .~A  9����� 
���������$�� ����, $�� A~  – �����
� ;~M  ������ ����� 
�������-

                                                        
1 @����
� ��	���� M �
���� 
������� «����
�� ��$���». A���	���� 

��� �����
�	����, ���
� ������� ���: ��	� � ������
���� ����
�� ��$�� 
��	���� M~  ��������
��� ����
�� �
�$�
�� xn, �� ��	�$�� ����
�� ��$�� 
��	���� M. 
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�, ��� ��� ��
�$�	� ��, $�� ������� BC ������� �� ��$�� ���� 
� �txx n ,,, 0

1
0
1 
� , ��� t ����
����� �� 
��������� a – 	 �� 
��������� 

a + � (	 >0, � > 0), � ��� ���������$�� �����

��� ���� � �
���-
���� ����
�� ������� (7.16). 

� � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � � � �  7.1. ����� �������, $�� ��	� 
"�	���� !�
�"�� f – ��
���
��, �� ���������� 
�$���. �	� ������	�
-

���� ����� �$�����, $�� �������� ����$� 
�
����
�� �������� f, � 
�
�$��, !�
�"�� f ����
�$�
� �
��� 
� X. '��������� �
�$�	� �	�$��, 
����� f(x) = x1. 9����"�� �
������� X 
� ������
��
�� ������ x1 
(�.�. 
� �	������� x2 = x3 = … = xn = 0) ���� �����	�� �
������

�� 
��	���� � 1.�  9��	��
�� � ��	� ����
�$�

���� x1 �
��� ���� 	��� 
������� [a, b], 	��� 	�$ [a, 1). @ ����
 �	�$��
 min f = a. 

9���� ������ f(x) = a0 + a1x1 + … + anxn – ����� ����
� 	�
��
�� 
!�
�"��. a��� �� ���
 �� ���!!�"��
��� a1, …, an 
� ����
 
�	�; 
�����, 
�������, a1 � 0. 9������� ����� � �������
���� �n � 
���� 

������
���� �� !����	�� 
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� �

 

*$����
�, 	���� 	�
��
�� 
�����
���� � ������

��� x1, …, xn 
����������� � ���� 	�
��
��� 
�����
���� � y1, …, yn, ������� 
�����	�� �
������

�� ��	���� X � ������
���
 x1, …, xn ������-
����� � �����	�� �
������

�� ��	���� Y � ������
���
 y1, …, yn. 
9�� ���� f = y1, �, �
�$��, �� ������

���, f ��������� ��
����� � Y. 
#������ ������
�. 
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� � � � � � � � 	 � � � � �  � � � � � � �  7.2. 9�����	����, $�� ����-
���� ����$� � 
�
����
�� ��
�����. *���
�$���� �	�$��� f = x1; 
����� �	�$�� �������� � ����� $���
��� ��� ������ ������, ���-
��

��� � ��������	����� ������� 7.1.  

7�� � ��
��, ������� ����
�$�
�� ��

�� ����$� ����
�$�� 
$���� S � ��������������� �����	�� �
������

�� ��	���� � n�  
– $���� M.  

@������ ��
� �� 
�������
�
 xi, ���	�
� �
������ � ������� S – 

� ��	��� 
� x1 – � ������������ M 
� ������
��
�� �	������� 
xi = 0. *���
�$�� �����"�� $���� M(1), � ��������������� ������� 

�����
��� � 1n
�  – $���� S(1). �
��� ������� ��
� �� 
�������
�
, 
���	�
� �
������ � S(1) – �����-���� 
� x1 – � ������������ M(1) 
� 
��������������� ������
��
�� �	�������. 9�	�$�� ��	���� 

� �2 2.nM 
% �  A ��� ��	��, ���� 
� ������ � 
�������� ��	���� M(k) � 
�������
���� 1,�  �.�. 
� $��	���� ������, ������	�

�� � ������� 

�������� ������� 	�
��
�
 
�����
��� � ��
�� ������

�� x1. 

K$������, $�� ��
���� f = x1 ����������, ��	�$��, $�� �
���-
���� ����
�� ���	��
�� ������� ���� 	��� [a, b], 	��� [a, �), ���  
a = min x1. A���	���� 	���� � �����
�
, ����	
�� �
�$�
�� x1 = a 
�
�$�
���� 
�������
 «���	�
�
» 
�������
�
 (�
�$�
�� «
���-
�	�
�
» 
�������
�
 �������� �������	�
�) � ��	�$�� �����
� 
��	���� M. �	� ���� �����
� ������
��� x1 ���
� a = min f, $�� � 
�������	��� ��������. 

*�����	�
�� �����
� ��	�$����� ���	�������	�
�� ����	
�-

��� �
�$�
�� x1 = a ����
��� �
�$�
���� ����	�
�
 ������

�
. 
@ ���� ��
���
�� 
�
����
�� ������	�
�� �����
� ��	
����� 
�
�	���$
� �����
��� 
��� ������ B�����. 

:���(����.  /� ����� ��	� ���
� ��������, $�� � ��

�� �	�-
$�� «
����	�
�
» 
�������
�
 
� ����� � ���"��� ���	�$�
�� ��-
����� ���
� �� n �����. ���������	�
�, ��� 
�	�$�� «
����	�
�
» 

�������
�
 ����� $���	 00

1 ,, nxx �  – ������
�� �����
� ������� 
�����, ������� ���
� �����������, �.�. ��
��� �������	�
�� ����-
���. *$����
�, ��� ��
�$���, $�� � ��
��
�� ������� ����
�$�
�� S 
��� 
�������
�� ���	�
� 
� �
����. *�����, � ���� �$�����, �	���-
��, $�� ��	���� M, ������� ��	����, 
� ����� �����
. 

�	� ��	
��� �������� ��������	����� ������� 7.2, ����������� 

�  ��������$����� �
���"��.  9����� ����� ����
���� ����� 	����. 
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�����.  )�
�� X – ����%��� ������������ �����
��� � ���-

����
��� .n�  &�� 
���
�������� ���� �� ����� ���
��� �����-

��� X ���������� � ��
�������, ����� X �� 
�������� ������. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  &� ��	�
� �������� ��� ��������
��. 
1. >�	� X ����� �����
�, �� X 
� �������� �����
. 
2. >�	� X 
� ����� �����
, �� X �������� ������. 

������� ������ ��������
��. 9���� ���������� �����
� A # X. '��-
������ �� ������
���, ��������, $�� X 
�������� 
�������� ������ l. *$����-

�, A 5 l (�
�$� A 
� ��	� �� �����
�� 
X). '��������� ������
�� �	������� 9 
(���. 7.1), ���������� A � l: ��	� A1, A2 
– ��� ��$�� 
� l, �� 9 ������� �� ���
 
��$�� ���� 2211 ptptA ��

�� , ��� ,11 AAp �
�

 

,22 AAp �
�

 � t1 � t2 – 	���� $��	�. 9	������� 9 ���
� ������������� 
��� �������
���� 2�  � ������
����� t1, t2. 9�����$�
�� Y = X 4 9 
���� �����	�� �
������

�� (	�$�� ������� – �
������	�
��) ��	���� 
� 2� : ���������	�
�, 	���� 	�
��
�� 
�����
���� a1x1 + … + anxn � c 
�� $��	� ��
, $�� ������ X, ���	� ����
� ������

�
 x1, …, xn 	�
��-

��� !�
�"���� �� t1, t2 ������������ � 	�
��
�� 
�����
���� ��
�-
����	�
� t1, t2. A���, Y ���� �����	�� �
������

�� ��	���� � 2 ,�  
������� �����
� A � ���������� ������ l. /�����������

� �$�-
���
�, $�� � 2�  ����� ��	���� 
�������
�. 

������� ������ ��������
��. 9���� �
������� X 
� ����� ���-
��
. A� ���
 
�����
���, �������
 X, ������� ��	��� ��������

��, 
�.�. �����, ������� 
�	��� ���	���, 
� ����
�� X. '��������� ��
� �� 
���
�� X1 �
������� X; ��� ��
�$���, $�� ��
� �� ��������

�
 
���-
��
���, �������
 X, ����
����� ����
�����. >�	� � X1 ������� ���-
���, ���������� 
�$���.  

9���� � X1 
�� �����
. '��������� ���
� X2 �
������� X1. >�	�  
� X2 ������� ������, ���������� 
�$���. '��������� ���
� X2 �
�����-
�� X3 � �.�. 9����	��� ��� ��������
��, ������ � �
������� Xk % X, 
����������� ��	��� ����
�
���� (
�����
��� 
��). >�	� Xk �������� 
��� ���	�$
�� ��$�� A1 � A2, �� �������� � ��� ������ A1A2. �������-
��	�
�, Xk ���� ������$�
�� 
����	���
 ������	��������, 
� ��	� ��-
����	������� �������� ��� ��$�� A1 � A2, �� �������� � ��� ��$��  
	1A1 + 	2A2, ��� 	1 + 	2 = 1 (���������!), �.�. �������� ��� ������ A1A2. 
9�	�$�����, $�� Xk �������� ������, $�� � �������	��� ��������. @ 

 

A 

A1 

A2 

l 2p�  

1p�

���. 7.1 
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�	�$�� ��, ����� Xk ������� �� ���
����

�� ��$��, ��� ��$�� ���� ���-
��
� X (��. ������ 
�
����
�� �����
 � § 6.9), $��� 
� ����� ���� �� 
��	����. H���� ������
�. 

%������� ������ ��������	����� ������� 7.2. #�� ��� �
������� 
X ����� �����
�, �� �
� 
� �������� �����
. �	�������	�
�, ���-
�
������� X*, �	� �������� f = (c, x) = min, ���� 
� �������� �����
, 
� �
�$��, X* ����� �����
�. *������� ��������, $�� 	���� �����
� X* 
��	����� ��
������

� �����
�� X. 9�����	���� ������
��: x0 – 
�����
� X*, 
� 
� �����
� X. #���� 
������� ����� ��$�� A1 # X,  
A2 # X, $�� x0 – �
����

�� ��$�� ������� A1A2. #�� ��� x0 – �����
� 
X*, �� A1 � A2 
� ����� ��
������

� ���
��	����� X*. �	�������	�
�, 
�� ���
 
�����
��� f(A1)   fmin � f(A2)   fmin 
��� �� ��
� ��	�
� ���� 
�������. *����� ��������, $�� �	� 	����� $��	� 	 �� �
�����	� (0, 1) 
����	
����� 
�����
���� 

� � � � � � .1 min21 fAfAf �
� 		  

� ������ �����
�, x0 = 	A1 + (1 – 	)A2 �	� 
��������� 	 # (0, 1), ��� 
��� x0 – �
����

�� ��$�� ������� A1A2. 9������ 

� � � �� � �
��� 210min 1, AAcxff 		  

� � � �� � � � � � � �2121 1,1, AfAfAcAc 				 
��
�� 9*

$�� ���������$�� ��	�$�

��� ���� 
�����
����. �	�������	�
�, 
������ �����
� �
������� X* ��	����� �����
�� �
������� X. #��-
���� 7.2 ������
�. 

������� 	�
��
�
 ����
�$�
��, ���
������� � ���
���$����
 
���	���
��
, ��$�� ������ �������� ��	���� 
�����"���	�
���� �	� 
���
 ������

�
. @ ���� �	�$�� 
�����
� ��������, $�� ���������� 
�
������� ����� 
��� �� ��
� ��	���� ��$�� (��	� ��	��� �
� 
����-
��). � �$���� ����� ����$�
�� ������� 7.2 ����� ���� ����!����	���-
��
� �	������� �������: 

��#���� 7.2�. 1
�� � ������ ��������� ���������������� �
� 
���������� ��������� �
������ ��������������
�� � ������� 
(��%��� � �xf  ���������� �� ����
����� �����
��� X, �� ����-
��� ���%� X, � %������ � �xf  ��������� �������
�� (�������
��) 
�������� 
���� �
�� ������� ����% X, ������
� ����������� ��-

����� ������ ������. 
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§ 7.3. ������� ��"���& /�$�(� ������#,# 
%�#,������#!���& %���� %#���$#!����;�#,# 
��)�L(���& ���/!������ 

J���� ������ ����$� 	�
��
��� �������������
�� (H9), ��-
��

�� � 
���������� !����. '��������� ��� ��������. 

������ 7.1. '����� ����$� H9 
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�	� ���������������� ������ 
� ���
�, ����� ��� ���������� 

�
������ �	� "�	���� !�
�"�� z – �������� �	� ��
����. 

' � � � 
 � � .  \�� 1. @������ 
�������
�� x2 �� ����
���� �	� 
"�	���� !�
�"�� � ��������� ��� ������
�� �� ��� ����
�$�
��, 
��	�$�� � ������	�
��. %���� �������� �����
�� $	�
� � ����-
��� 
�������
�� x1 �� ���
 
�����
��� �������. 9�	�$�� 
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\�� 2. A��	�$�� ������

�� x1 �� ���������� ������� 
�-
����
���, � ���

� �	� ������� 
�����
���� �� �
����   
����� 

�����
���� � ���������	��
�� �
���� � ������� �����
�� 
���-
��
����. 9�	�$�� ������� �� ����� 
�����
��� 
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z
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A� ���	��
�� ������� 
�����
��� 
�
���� minz = 8 �  
max z = 21. *���	��� ������	��� �
�$�
�� 
�������
�
 x1 � x2, ��� 
������
  �����������  ��������	�
�� �
�$�
�� "�	���� !�
�"�� z. 

%
�$�
�� min z ��	�$�	��� �� ������� 
�����
���� ���	��
�� 
�������. �	�������	�
�, ��� 
�����
���� ���������� � ����
����. 
@���������� � ���� 1, ����������, $�� �
� ��	�$�	��� �� �����-

��� 
�����
���� z – 8   x1   0. %���
�� �
��� 
�����
��� �
����� 
����
���� (�����	��� ����
�� $	�
� ���
�) � ��	�$�� ������� 
�
�$�
�� ������

�� x1 = 0. #����� �� ������
�� �	� "�	���� 
!�
�"��  
����� x2 = 4. #���� �������, min z = z(0; 4) = 8. 

&������	�
�� �
�$�
�� "�	���� !�
�"�� ��	�$�	��� �� 
�������� 
�����
���� ���	��
�� �������, �������, � ���� �$�����, 
��	�$�	��� �� �����
��� 
�����
���� 

2
11

2
1

19
10

19
5

1 
  
 zxz . 9��-

����	�� 
����

�� �
�$�
�� z = 21, ����� 5   x1   5, ������ x1 = 5. 
#����� �� ������
�� �	� "�	���� !�
�"�� 
����� x2 = 2, ��� $�� 
���
$���	�
� max z = z(5; 2) = 21. 

�	�$�� 
�����
�$�

�� !�
�"�� ����������� �
�	���$
�. 
9����� � ���	�$���	�
�� ������� 
�����
��� �	� "�	���� !�
�-
"�� z ��� 
�����
���� ��	�$����� ��
������

���. �	� ��	
��� 
��	���
��  ��������  ��������������� ������ ��� �����
������. 

������ 7.2. '����� ����$� H9 
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' � � � 
 � � .  \�� 1. 7�� � � ������� 7.1, ���	�$��� ������
-

�� 2.x  �	� ����� �������� �� �� ������ �	� "�	���� !�
�"�� � 
�������	��� � ����	�
�� 
�����
���� �������. 
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/� ���� ����
$�	�� ������ ��� ���"����� ���	�$�
�� 
���-
����
�
. /� �	������� ����� ���������� �����
�� 
�����
����. 

\�� 2. '����� 
�����
���� ��
�����	�
� z. 
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H���� ������, $�� min z = z(2; 2) = 4. @����� � ��� "�	���� 
!�
�"�� 
�����
�$�
� ����
� � max z = �. 
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>�	� ��
��
�� ������� ����
�$�
�� ��	� 
��������
�, �� ��� 
������	�
�
� ����, $�� ���	�$���	�
�� ������� ����
�$�
�� �	� z 
����� 
��������
�. '��������� ������. 

������ 7.3. '����� ����$� H9 
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' � � � 
 � � .  \�� 1. /�
���� ������

�� x2 �� ������
�� �	� 
"�	���� !�
�"�� � �������	��� �� ��� 
�����
����. 
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\�� 2. '����� 
�����
���� ��
�����	�
� z. 
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*$����
�, $�� � ���	��
�� ������� 
�����
��� ������ � ����� 

�����
���� ���������$�� ���� �����, ������� ��
��
�� ������� 
����
�$�
�� 
��������
�. 
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'��������� ���	��
�� ������, ����� ����
�� ����������, 
� 
����������� 
� ���
� ���������������� �
������

���. 

������ 7.4. '����� ����$� H9 
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\�� 3.  

�
�
�
�
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*����� ��	�$�� 0 � z � 6. �	�������	�
�, min z = 0, max z = 6. 
*$����
�, $�� min z ����������� ��� �
�$�
��
 ������

�
 x1 = 0, 
x2 = 0, x3 = 0.  

9�� 
�
����
�� �
�$�
�� 
�������
�
, �	� ������
 �������-
���� �������� "�	���� !�
�"��, �� ����� ������� 
� ��� 1, ����-
�� ��
�, $�� x2 = 0. 9������	�� z = 6, x2 = 0 � ������� 
�����
��� 
���� 1, ��	�$�� ����� �������: 
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�
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1

1

1

x
x
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x

 

*����� ��	�$�� ����
�� 
�����
���� 
7
240 1 �� x . /���
�", 

�
�$�
�� ������

�� x3 
�
������ �� ������
�� �	� "�	���� 
!�
�"��: x3 = 6 – x1. #���� �������, 

66;0;
7
240max 11 ��

�
�

�
�
� 
��� xxzz . 

9�	���� x1 = 0 � 1
24 ,
7

x �  ��	�$�� ��� �����
� �
������

���, � 

������
 ����������� �������� "�	���� !�
�"��:  

max z = z(0; 0; 6) = 6 � 6
7
51;0;

7
24max ��

�
�

�
�
�� zz . 

9������� 
�������� �����. 9���� ��
� ����$� 	�
��
��� ���-
����������
�� � ���
����
�� !����: 
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���

,0,,0
,

.......
,

1

11

11111

n

mnmnm

nn

xx
bxaxa

bxaxa

�
�

�

 (7.17) 

 .011 cxcxcz nn ���� �  (7.18) 

B�������$����� ����	����
�� ����$� (7.17), (7.18) ������� � ���, 
$�� 
�����
���� (7.17) ������ �����	�� �
������

�� ��	� � ���-
����
���� ,n�  
� ������� ��������������� ��������� "�	���� 
!�
�"�� (7.18). 

9�� �������
�� �������� � ������ $���� § 7.3 ����$� (7.17), 
(7.18) �����������	��� ��� ���
�� "�	�� � �������
���� 1n��  ��-

��
�
 ������

�
 x1, …, xn � ��������� z. A
��� �	�����, !�-
���
�� ������ � ��	����
 (7.17) �	����� ����	��� � 
� "�	���� 
!�
�"�� (7.18). @ ���� �������
���� ��������$����� ����� ����$� 
(7.17), (7.18) – ��� �����	�� �
������

�� ��	� V. %���$� � 
�
��-
��
�� �������
� �
�$�
�� !�
�"�� z – ��� ����$� � �����������-

�� ��	� V 
� ��� z. @ $���
����, �����	��� �����"�� �����	��� 
����
����� �
������� �������� �����	�� � ����
����, �� �
���-
���� �
�$�
�� z 	��� �����, 	��� ����
�$�
�, � ����� �
� ���� ��-
�����, 	��� 
�����
�$�
�, � ����� �
� ��������	��� ����� 	�$  
[a, +�) �	� (–�, b]. *����� ��
��
�, ��� ��	�$�	��� ��������	���-
�� ������ 7.1 � 7.2. 

§ 7.4. ���#���� ��#-���!� #%�����;��� ��"���� 

/����
��, $�� ���������� �
������� X � ����$� 	�
��
��� 
�������������
�� �������� �������� 	�
��
�
 ����
�$�
�� � n�  � 
������� ��	����� �����	�� �
������

�� ��	�����. /����
�� 
�����, $�� ����
�$�

�� �����	�� �
������

�� ��	���� 
��������� 
�����	�� �
������

����. �������	��� �	������� ������� � 
�����
�� �����	�
 �
������

����. 

��#���� 7.3. 2���%��� �����������% 
�������� 
 ����%��� 
������%�� 
���� ������� ����%. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9���� �����	�� �
������

�� X ����
 
�������� S 	�
��
�
 
�����
���. K�	������ 
������� 
�����
���� 
(c, x) � 	 ������� S 
���
�������, ��	� ��� ���	�
�� ����� 
���-
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��
���� �� S ��������������� �
������

�� ��	���� ����
����� 
(�����������). ��	��, �����! X ��	������ 
������� $���� X, ��	�-
$����� ����
�� ��������

��� 
�����
���� (c, x) � 	 ����
����� 
(c, x) = 	. '���������, ���
� X ���� ��	����� �����	�� �
������
-

�� �
��������. 

9����� ����� �������, $�� ��	� B – ���
� �
������� X, �� 	�-
��� �����
� B ��	����� � �����
�� X.  

9���� A – �����
� B � ����� BC – �������, ������� A ����� 
�
����

�� ��$���. @�����
� ��� �	�$��. 

1. *������ BC 
� ���
��	���� "�	���� “
������” ������	�-
������ (c, x) = 	 ���
� B. #���� �	� ��
�� �� ��$�� B, C ����	
���-
�� 
�����
���� (c, x) > 	, � �	� ������ – (c, x) < 	. �	�������	�
�, 
������� BC 
� ���
��	���� "�	���� X. 

2. *������ BC ���
��	���� "�	���� ������	������� (c, x) = 	. 
#���� ���� ������� 
� ����� ���
��	����� "�	���� B (���� ��$�� 
A – �����
� B), � �
�$��, 
� ���
��	���� "�	���� � X. 

+�� ����������, $�� ��$�� A ���� �����
� X. 
��������	����� ������� �� �������� �������� ��������
��, 

�������

�� � § 6.3 (��. ���. 6.7). 9���� XM#  – �������	�
�� 
��$��. �������, $�� M ��	����� �����	�� �����
�"��� ��	���
 
��$�� X. >�	� M – ��	���� ��$�� �
������� X, �� ��� ��������
�� 
�$����
�. >�	� M – 
� ��	���� ��$��, �� 
������� ������� AB, ��-
���������� � X, �	� �������� M – �
����

�� ��$��. 9����	��� 
������� AB � ��� �����
� �� ������$�
�� � ���
��� �
������� X. 
9���� C – ������$�
�� ������ AB � ���
�� F1, D – ������$�
�� 
������ AB � ���
�� F2. 9���� rVVV ...,,, 21  – ��	���� ��$�� ���
� 

;1F  sWWW ...,,, 21  – ��	���� ��$�� ���
� F2. #�� ��� �
������� F1 � 
F2 ����
�$�
� � �������� ��
���� $��	�� 
�����
���, $�� X, �� 
�	� 
�
 ��������
�� ������� ���
� �$����� ����	
�

��. 9�-
����� �	� ���
�����
 
�����"���	�
�
 $���	 rccc ...,,, 21  � ���-

�$
�� ������ ����� rrVcVcVcC ���� ...2211 . E
�	���$
� �	� 
���
�����
 
�����"���	�
�
 $���	 sddd ...,,, 21  � ���
�$
�� 
������ ����� ssWdWdWdD ���� ...2211 . ��	��, ��$�� M ���
��-
	���� ������� CD, ������� �	� 
�������
 0 	  � 01  
� 	�  
����� .DCM �	 ��  *����� ��	�$���, $�� 

ssrr WdWdWdVcVcVcM ���			 �������� ...... 22112211 . 
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@�� $��	� sr dddccc ���			 ...,,,,...,,, 2121  
�����"���	�
�, � �
 
����� 

� � � �
1 2 1 2

1 2 1 2

... ...
... ... 1.

r s

r s

c c c d d d
c c c d d d

	 	 	 � � �
	 � 	 �
� � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
 

�	�������	�
�, ��$�� M – �����	�� �����
�"�� ��$�� 
1 2 1 2, , ..., , , , ..., .r sV V V W W W  +�� ��$�� ��	����� ��	����� ��$���� X. 

#������ ������
�.  
��#���� 7.4. 1
�� � ������ ��������� ���������������� ��-

��
����� �����
��� X ����
�� � ����������, �� ������ �����-

���, � �����
��� �
�� ����������� ��
���� *X  ������
� ��-
��%��� ������%�� ����������� ������� ����% X. 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  #�� ��� X ����
�$�
�, �� 
������� ����� 
$��	� A, $�� �	� 	���� ��$�� Xx#  ��� �� ������
��� �� ����	� 
� 
������
���� A: ....,,, 21 AxAxAx n ���  9���� � � � �xccxf ,0 ��  – 
	�
��
�� "�	���� !�
�"��; � �ncccC ...,,,max 21�  – 
����	���� 
�
�$�
�� ����	� �� ���!!�"��
���. A���� 
�����
���� 

� �
.

...

022110

22110

ACncxcxcxcc
xcxcxccxf

nn

nn



�������

������

�
 

�	�������	�
�, � �xf  ����
�$�
� � ����
�, � �
��� 
� X. 9� �����-
�� 7.1 ������� 
��� �� ��
� ������	�
�� ����
��, �.�. ����$� ���-
������. 9���� *X  – �
������� ���
 ������	�
�
 ����
��. #�� 
��� *X  – ����
������� X, �� *X  – ����
�$�

�� �
�������. 9� 
������� 7.3 �
������� *X  ��������� � �����	�� ���	�$��� ����
 
��	���
 ��$��. K�	���� ��$�� *X  ��	����� � ��	����� ��$���� 
�
������� X. #������ ������
�. 

�	������� ������ ����������, $�� ��������
�� ������� 7.4, 
�� ����
�� ����, � 
�������
 �	�$��
, �������� � ��	� � ��� 
���-
��
�$�

�� ���������� �
�������. 

'��������� ���
����
�� ����$� � �����. 9���� ������� ��� 
�������� 1 2 3, , ,) ) )  ���������� ��� ������	�
�
 �������� 8, 2 � 
#. ������� ����
�$�
�� ������������ ���:  
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�
�
�

�
�
�

�

   

 ��

 ��

 ��

,0,0,0
,
,
,

321

332211

332211

332211

xxx
cxcxcxc
bxbxbxb
axaxaxa

 

��� a, b, c – ��
���	�
�� 
���� ������� 8, 2 � #; 321 ,, xxx  – ��-
	�$����� ��������� 321 ,, ))) ; iii cba ,, (i = 1, 2, 3) – �������
�� 
������	�
�
 ������� � ���
�"� �������� )i. `�	���� !�
�"�� 
� � 332211 xpxpxpxf ��� , ��� 321 ,, ppp  – "�
� ���������, ��
�-

����������. ��	�� �$�����, $�� p1 � 0, p2 � 0, p3 � 0.  

A� ��	���� ��	�����	�
���� "�
 �	�����, $�� � ���������
 
��$��
 � � .0 xf  �	�������	�
�, � �xf  ����
�$�
� �
��� 
� �����-
����� �
�������. @ �� �� ����� ���� ���������� �
������� 
�-
����
�$�
�. +�� �	����� �� ����, $�� 321 ,, xxx  ���
� 
�����
�-
$�

� ���	�$�����, 
� 
������ ����
�$�
�� ����$�. /������� 
� 
���, �� ������� 7.1 ��
���	�
�� �
�$�
�� fmin ����������� � 
���-
����� ���������� ��$��. 7����� ������	�
�� ����
�� *x  ����	�-
������� ������� ����
�$�
��: 

�
�
�

   
���
,0,0,0

,

321

min332211

xxx
fxpxpxp

 

�� ������� �������� ����� 
�����
����: 

.0,0,0
3

min
3

2

min
2

1

min
1 p

fx
p

fx
p

fx ������  

�	�������	�
�, �
������� ���
 ������	�
�
 ����
�� ����
�$�
�.  
<�
�, $�� �������

�� ��������
�� 
���� ����� 
�������. 

9������ � ����$� � ����� ��� 	���� ��	�$����� ��������� � ����-
��	�
�
 ������� �
������� ������	�
�
 ����
�� ����
�$�
� � 
��������� � �����	�� ���	�$��� ������	�
�
 ��	���
 ��$�� ��-
��������� �
�������.  
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§ 7.5. ���'�(��)�� ���#$ ��"���& 
/�$�(� ������#,# %�#,������#!���& 
%�� ���#� (���� %��������� 

B��!�$����� ����� ����
�� ����$� 	�
��
��� �����������-
��
�� � ��� 
�����������

�� !���� �����
����� ��	��� � �	�$�� 
���
 ������

�
. @����	�� �
������

�� ��	���� X, ����

�� 
�������� 	�
��
�
 ����
�$�
�� �	� ���
 ������

�
, ��	����� 
�����	�� �
������	�
�� ��	�����. /��� ��	���� ��$�� X 
���-
������ �����
���. 

9���� ��	���� ���������
 ����
�� X �������� �������� 
���-
��
��� ���� 

�
�
�

�
�
�

�

 �

 �
 �

,
.........
,

,

21

22221

11211

mmm byaxa

byaxa
byaxa

 

"�	���� !�
�"�� .210 ycxccf ���  9�����	����, $�� ��������� 

���� �������� (�	� ��
����) f 
� �
������� X, � ����� ��$��, � 
������� ����������� ���� �������� (�	� ��
����). 

9�� �����
�� ���!�$������ ������ ����	������� ��
���� 	�
�� 
����
�: ������ ������ !�
�"�� � �yxf ,  
��������� �
������� ���
 
��$�� � �yx, , � ������
 !�
�"�� ���
����� 
�������� ������

�� 
�
�$�
�� .	  @ �	�$�� 	�
��
�� !�
�"�� � � ycxccyxf 210, ���  ��� 
	�
�� ����
� ��	����� �������, �����
����	��
��� ������ 
������� 
����	� � �21; ccc �

�
. 

B��!�$����� ����� ������� � �	�������. 
1. �������� �
������� X ���
 ���������
 ����
��. 
2. >�	� :�X , �� ����$� 
����������. 
3. >�	� :�X , �� ��������������� ������ ����
� 	�f  ��� 

��
���

�� ����
�
�� 	  �� 
1  �� �1 . 9�� ���	�$�
�� 	  ���-
��� 	�f  ��������� ����		�	�
� � 
�����	�
�� ������� .c�  >�	� 
A – ������ ��$�� �����$� ������ ����
� � ��	����� X, � � 0	�Af , 
�� ������ ����
� � � 	�xf  ��� 0		 )  
� ����� ����
 ��$�� � X, 
������ �	�����, $�� fmin0 �	  
� X. E
�	���$
�� �������, ��	�  
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A – ���	��
�� ��$�� ������$�
�� 	�
�� ����
� � X, �� 
� � fAf max�  
� X. 

>�	� ������ ��$�� ������$�
�� 	�
�� ����
� � X 
� ��������-
�� (�.�. ��� ���
 	  �� 
��������� ���������� ���� � -0; 	1
  ���-
��� 	�f  ���������� X), �� ,min 
1�f  � ����$� 
� ��
���� 
�-
���������. >�	� 
� ���������� ���	��
�� ��$�� ������$�
��, �� 

,max �1�f  � 
���������� ����$� 
� ��������.  
#���� �������, �� $������ ������ ���
�, ��������� ����$� �	� 
��. 

A� $������ ����� ���
�, ������� 	� � ����������� �
������� �����-

�. *������ �����, $�� ���������� �����
� – ��	�
�� ����	�
� ���-
���, ��� ����
�$�

�� "�	���� !�
�"�� ���������� �
������� X ��� 
�����
� ����� ���� ��	��� ���
 �����: 

1. X – ��	��	�������; 
2. X – ��	����, ����
�$�

�� ����� ����		�	�
��� �������. 
>�	� � X ���� 
��� �� ��
� �����
�, �� (��� ����
�$�

�� "�	���� 

!�
�"��) ������	�
�� �
�$�
�� ����� ���� 
����
� ������� ������-
�� �����
. �	� ��$��	�
�� "�	���� !�
�"�� � 
�������� �����
� V 
����������� �
������� 
���
����� �
��� ��$
�� �
�$�
�� �� ������-

��. �	� ������	�
�� ������
�� �����
� V �������� ������� 	�
��-

�
 ����
�
�� ���� 

��

�
�
�

��

��

,

,

22

21

jjj

iii

byaxa

byaxa
 

��� i � j – 
����� �����
, ����
�$������
 ��	���� X, 
� ������-
$�
�� ������
 
�
������ �����
� V.  

B��!�$����� ����� �����	��� �������� ��	
��� �������� ���-
��
. ���������	�
�, ��	� �� $������ ���
�, $�� 8 – ����
������� 
������ (�	� ���	��
��) ��$�� ������$�
�� 	�
�� ����
� � X, �� 

���$�� ��$��	��� ������
��� �����
 �����
, ��� ��� A – ���
��-
��

�� ������	�
�� ����
��. �	� 
�������
 ����$, ��
���, �� 
$������ 
� ��
�, � ����� ���

� ��$�� 	�
�� ����
� ���������� � 
������ ��� ���������� �
�������. @ ���� �	�$�� 
���
����� 
��-
�� ������
��� ���
 “���������	�
�
” 
� ������	�
���� �����
, 
��$��	��� �	� 
�
 �
�$�
�� "�	���� !�
�"�� � ������� �� 
�
 
�����
� � ������	�
�� �
�$�
���. %������, $�� ����� ��������� 
��� ������	�
�� �����
� A � B. #���� �
������� ���
 ������	�-

�
 ����
�� *X  – ��� ������� AB. 
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9���� fmax0 �	  (�	� fmin0 �	 ) – ������	�
�� �
�$�
�� f 
� X. 

&
������� ���
 ������	�
�
 ����
�� *X  ��	����� ����
�����-
��� 	�
�� ����
� 0	�f  � �������� �������� 	�
��
�
 
���-
��
���. 9������ ������
� 	��� �	������� �	�$��: 

�) *X  – ��$�� 
� ������ ����
� 0	�f ; 

�) *X  – ������� 
� ������ ����
� 0	�f ; 

�) *X  – 	�$, ������������ � ������ 0	�f ; 

�) *X  ��������� � ������ ����
� 0	�f . 

'��������� ������ 
����	��� ��������. 
9���� X – �������, �����
� �������� ����		�	�
� ���� ����-

��
��. 7����� �� ��� �����
 ����� ���� ��� ��$��� ���������, 
��� � ��$��� ��
����� � ����������� �� ����, � ����� $������� 

�
������ ������ c�  (���.7.2 – 7.5). 

 

 

min 

���. 7.3 

y

x 

max

min

y

���. 7.2 

x

max 

c� c�

 

 min 

���. 7.5 

y

x 

max

miny

���. 7.4 

x

max 

c� c�
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'���� ���!�$����� ������� ����$� � ��
�� �� § 7.1: 

1) ;100�� yx  
2) ;35 x  
3) � �0,3 ;y x y �  
4) ;0 x  
5) ;0 y  

0,15 0,1 max .f x y� � '  

9������� � �	������� Oxy ��	��	�������, ����

�� 
�����
-
������ 1) … 5). *���� �
 $���� (������
���

�� ������	�
�� 
� 
���. 7.6) – ��	���� X ���������
 ����
��. 9������� ������ c�  � 
������ ����
�, �����
����	��
�� ������� c�  � ���
������ $�-
��� 
�$�	� ������
��. 9�������� ��� ������ ����		�	�
� � 
�-
����	�
�� ������� c� , 
����� ���	��
�� ��$�� ������$�
�� ���-
��� ����
� � ����������� �
������� X. 

 
3y

x

2
1

c�

 

���. 7.6 

/����

�� ��$�� ��������� 
�
������ 
� ������$�
�� �����
 
1 � 3. >� ������
��� ��	�$����� ����
��� �	������� ������� 
	�
��
�
 ����
�
��: 

� ��
�
�

��
��

.3,0
,100
yxy

yx
 

A���, ������	�
�� ����!�	� ������� (��$�� ���������) ����� 
��������� � � � �.30,70, ** �yx  &������	�
�� �����	� �������� fmax= 

� � .5,13301,07015,0, ** �
�
�� yxf  
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'��������� ������ �	�$�� ���
 ������

�
. �	� !�
�"��  
f(x, y, z) �
�	���� 	�
�� ����
� ��	����� ��������
�� ������, �.�. 
�
������� ���
 ��$�� ���
���
��� �������
����, � ������
 !�
�-
"�� f(x, y, z) ���
����� ������	�

�� �
�$�
��. �	� !�
�"�� ���� 

zcycxccf 3210 ����  ������ �����

���� ����
� – ��� �	������� � 
�������� 
����	� � �321 ,, cccc �

�
. #������$���� ���!�$����� ����� 

���
� �����
��� � � ���
���
�� �������
����, ����
�� ������ 
����
� 
� �	������� ����
�. /� ��������, ��
���, ���
������ ����� 
��	� � �	������ $��������, �� ������� ����
� ����������� � 
������-
�� �����
��� �����	���
�� ����������� �
������� � �	������� ����-

�. 9������ � �	������� ������� �� ����	����� ����� �������� 
�����
. 

'��������� ������������

�� ����$� � ����� ���������� 91, 
92, 93 � ����� ������ �������� 321 ,, RRR . @����� ����
�$�
��: 

bi  – ��	�$����� ������
�
 ���
�" ������� Ri (i = 1, 2, 3); 
pj  – "�
� �������� j; (j = 1, 2, 3);  

aij  – ��	�$����� ���
�" ������� Ri, ���
������
 
� ��������-
���� 1 ��. �������� j; ; 

x, y, z – ��	�$����� �����������
 ���
�" ��������� 91, 92, 93 
�����������

�.  

9��
���� � ����$� 	�
��
��� �������������
��: 

 

�
�
�

�
�
�

�

   
���
���
���

,0,0,0
,
,

,

3333231

2232221

1131211

zyx
bzayaxa
bzayaxa
bzayaxa

 (7.19) 

.max321 '��� zpypxpf  

�$�����, $�� ��� ������� ��� ������������ ��������� ��	��� 
���
�������, � 
� ������������, �.�. 0.ija   7���� ����, ��������
-

� ������	�����, $�� ��� ������������ ������� �������� ���
�-
������ 
��� �� ���
 ������. 9�����	���� �	� ������	�

����, 
$�� ��� ������������ ������� �������� 9j ���
������� ������ jR  
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(�, ������
�, ������ ������� ����). #���� ,011 �a  022 �a  � 
.033 �a  K$������ 
�����"���	�
���� aij, x, y � z, ��	�$��� 
���-

��
���� 

,
11

1

a
bx �  ,

22

2

a
by �  .

33

3

a
bz �  

�	�������	�
�, ��� ����
 ����
 ������	���
��
 ���������� 
�
������� � ������������

�� ����$� ����
�$�
�. 9������ ����-

�� ����$� �������� � 
�
����
�� ��	���
 ��$�� (����� �������� 
�����
).  

9����, 
�������, � �300,210,210�b
�

 �  

� �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

211
121
112

jia , 

� $��	� 321 ,, ppp  ��
����
� 
� �����
�. K���
�
��, ����$����� 
��	����� (7.19), ����� ��� 

 2x + y + z = 210, (7.20) 
 x + 2y + z = 210, (7.21) 
 x + y + 2z = 300, (7.22) 
 x = 0, (7.23) 
 y = 0, (7.24) 
 z = 0. (7.25) 

D���� 
���� �����
� �
������

��� X, 
��
� ����������� ���-
������
�� ���������� �� ���
 ����
�
��, ������� �� 
�
 ��, ��-
����� ����� ���
����

�� ����
��, � ���������, $�� 
����

�� 
����
�� ���
��	���� X. D���� ���-�� �������$��� ���� ���"���, 
���������� $����� �	�$��. 

1. @�� ��� ������
��� x, y, z ���
� 
�	� (������� (7.23) – 
(7.25)), $�� ���� �����
� O(0, 0, 0). 

2. H��� ��
� ������
��� ���
� 
�	�. +�� �������� � ���-
��
��: 



A(0, 40, 130) 

(������� (7.21), (7.22), (7.23)); 

B(40, 0, 130) 

(������� (7.20), (7.22), (7.24)); 

C(70, 70, 0) 

(������� (7.20), (7.21), (7.25)). 
3. '��
� ��� ������
��� ���
� 
�	�. +�� ���� �����
� 

D(105, 0, 0) 

(������� (7.20), (7.24), (7.25)); 

E(0, 105, 0) 

(������� (7.21), (7.23), (7.25)); 

F(0, 0, 150) 

(������� (7.22), (7.23), (7.24)). 
4. @�� ��� ������
��� ��	�$
� �� 
�	�, $�� ���� �����
� 

H(30, 30, 120) 

(������� (7.20), (7.21), (7.22)). 
A���, �����
��� ����������� �
������� ��	����� �	������� 

��$��: O, A, B, C, D, E, G � H. 9������ �������	�
�� �
�$�
��  

fmax = max{f(O), f(A), f(B), f(C), f(D), f(E), f(G), f(H)} = 
= � ,105,7070,13040,13040,0max 1213132 ppppppp ���  

}.1203030,150,105 32132 ppppp ��  

&
������� ������	�
�
 ����
�� ��������� � �����	�� ���-
	�$��� ��
 �����
 ����� O, A, B, C, D, E, G � H, � ������
 ��� 
�������	�
�� �
�$�
�� �����������. 
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����� 8  

��\���� 
<]�	 :�@�O�  
����	�
�
 ��
�������
����Q 

§ 8.1. ���%��)�-���#$ 

&� ��� �������	�, $�� ���	�
�� ����$� 	�
��
��� �������-
������
�� ��������, ��� �����	�, ��	���� $��	� ����
�$�
�� � 

�������
�
. >�������

�, $�� ����
�� ����
 ����$ �����
� � 
��	���� ��C���� ��$��	�
�� � ���������� 
� ��������������-
��
 ��$��	���	�
�
 ����
�
. E	������, 	������ � ��
��� ��-
��

�� ���������, ����� ���� �����
 �� ���"�!���� ��

��� 
�	���� ����$. /�������, �	� ����
�� ���
�����
�� ����$� �����-
�� ����	�
� ������� �	�������, ����	��	�

�� �����

������ �� 
������� ����
�$�
��. *�
��� ���������� � ����� ������, ��-
���	����� 
���� ����
�� 	���� ����$� 	�
��
��� �����������-
��
�� �� ��������� $��	� �����. 7 
�� ��
������ ������ ����� 

�����%
-�����. 

� ������ 
�$�	� ������, $�� ����	���-����� � ��� 
���������-
��

�� !���� ����
��
�$�
 �	� ����
�� %�������
%�� ����$� 	�-

��
��� �������������
��. 

A���, ���������� ����$� 	�
��
��� �������������
�� � ����-

�$�
���� � !���� ����
�
��. ��
� ������� 

 

�
�
�

��
�

�

����

����
����

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
..........
,...
,...

2211

22222121

11212111

 (8.1) 

m 	�
��
�
 ����
�
�� � n 
�������
��� � 	�
��
�� !�
�"�� 

 .+ +...+ += 2211 cxcxcxcf nn  (8.2) 
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����� 
�����"���	�
�
 ����
�� ������� (8.1) 
��
� 
���� 
�����, ������� ��
��������� !�
�"�� (8.2). 

�	� 
�$�	� ������ �� ����	���-������ ���������, $���� ��-
��

�� ������� ����
�
�� ��	� �������
� � ����
������ ����. 
+�� ��
�$���, $�� �����-�� �� 
�������
�
 ��	�
� ���� ������
� 
$���� ����	�
��, ���$�� 
�������� ����� ���� ��������� ����-
����������.  

9����� ���������� �������: 

 
�
�

�
�

�

�
�
���
��
�

 
,2

,463
,572

543

542

541

xxx
xxx
xxx

 (8.3) 

����� ������
�� $	�
� ���
� �����������

� 5, 4 � 0. &��
� 	� 
�������� ������� ����
�
�� � ����������� ���� � ��� ��� ���-
	���, ���������� � § 8.2. 

/�������
�� � ���������� ���� �������, ������� ������
� 
$���� ����	�
�� 
�������
��, 
��������� ����
����, � ���� 
���� 
���
 
�������
�
, ������� �� ����
�$�� �	� ��������� ��
�� ���-
��� ;, – ����
����� ����
��; ����	�
�� 
�������
�� 
��������� 

���������. /�������, � ������� (8.3) ���������� ����� ������-
��
 
�������
��� x1, x2, x3;  
�������
�� �� x4 � x5 –  ������
��. 

9� ������ ����� ������
���� �������
�� ������� (8.1) � �����-
������ ���� ������� ���� ��	��� �	�������. >�	� ������� (8.1) 
�������
�, �� ����� B����� �����	��� ����	��� � 
�� ����� 
���-
����
�
. @��� ������ � ���, ����� 	� ���� ����� ����������, �.�. 
����� 	� ��� ������
�� $	�
� � �����
 $����
 ����
�
�� ������-
����������. &��
�, ��
�$
�, ���������� ��������� ��� ������-

�� ������ 
�������
�
, $���� �������� ����� 
�
 ����������, 

� ��� ������ ���������� ������. 

9��	� ���� ��� ����	�
 ���������� ����� 
�������
�
, ���
� 
� ������
�� (8.2) �	� "�	���� !�
�"�� ����
��� ������ �����
�� 

�������
�� ��� ������
��� $���� ������
��. @ ����� !�
�"�� f 
��������� $���� ��
� 	��� ������
�� 
�������
��. /�������, 
��	�  

,275 54321 �

�
� xxxxxf  
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� ������� ����
�$�
�� �������
� � ���� (8.3), �� 
���� ������
�� 
�	�  f  ����� 

� � � � � �
.1633

2246375725

54

54545454




�
��

�
���
��
�

xx
xxxxxxxxf

 

D���� ��������� ��	�
����� ������, ����� �$�����, $�� ���-
���� ����� 5 
�������
�
 54321  , , , , xxxxx  � ������� ����
�$�
�� 
�������
� � ����������� ���� � ������� � �321 ,, xxx : 

 
�
�

�
�

�

���
���
���

,

,

55443

55442

55441

���
���
			

xxx
xxx
xxx

 � �0 ,0 ,0    ��	 , (8.4) 

� "�	���� !�
�"�� – � ���� 

 .5544 <<< ��� xxf  (8.5) 

/����
��, $�� �������� ����$� � ��
�����"�� f  ��� ����
�$�-

��
 (8.4) � ��	����
 .0 ,0 ,0 ,0,0 54321      xxxxx  

9�	���� ��� ������
�� 
�������
�� ���
��� 
�	�  

0 ,0 54 �� xx   

� 
����� �� ������� (8.4) �
�$�
�� �����
�
 
�������
�
:  

. , , 321 ��	 ��� xxx  

9�	�$�

�� ����� ����� ����
�� ������� (8.4) 

 � �0 ,0 , , , ��	  (8.6) 

����� 
�����"���	�
��; �
� 
��������� ����
��� ��
�����, ����-
$����� ������ � �321 ,, xxx . �	� �����
��� ����
�� �
�$�
�� !�
�-
"�� f ���
� .<�;f  
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@�����
� ��� �	�$��. 
I. 2
� %��((������� ��� 
�������� ������
���� � ��������� 

��� f ��������������: .0 ,0 54   <<  #���� �	� 	����� 
�����"�-
��	�
��� ����
�� ������� (8.4) ����� ,0 ,0 5544   xx <<  �
�-
$��, .= 5544 <<<<  �� xxf  #���� �������, ,min <�f  �.�. ����
��� 
��
���� ������
� ����������� – ����$� ����
�. 

II. I����
� 
�������� ������
����, %��((������ ��� %���-
��� � ��������� f �����������, � �
� %��((������� ��� ���� 
������
���� � ���������� (8.4) ��������������.  

9����, 
�������, ,04 )<  � .0 ,0 ,0 444    ��	  J���� �����, 
������	���� �� �����
��� ����
�� (8.6), 
��������� �
�$�
�� 4x  
(
� ��
�� 05 �x ). %
�$�
�� �����
�
 
�������
�
 ����� ����� 
��
�����; �� ��	�$��  

,0
,0
,0

443

442

441

  ��
  ��
  ��

���
���
			

xx
xx
xx

 

�.�. ����
�� � �0 , , , , 4321 xxxx  ����� ���������� 
�����"���	�
��. 
9�� ���� ,44 << �� xf  � ����� ����, $�� ,04 )<  �
�$�
�� f � ���-
��� x4 ����� 
�����
�$�

� ���
�������. #���� �������, � ���� 
�	�$�� ,min 
1�f  �.�. ������ ��
���� �� �����.  

III. I����
� 
�������� ������
����, %��((������ ��� %���-
��� � f �����������, �� � 
���� %��((�������� ��� ���� ����-
��
���� � ���������� (8.4) ��%�� �
�� �������������. 

@ ���� �	�$�� ������������ 
��, � ���

� �� ������ ; �� ��-
��
���� � 
����� ������ ; �  � ����� ���$����, $���� �
�$�
�� ;f  
���
���	��� �	�, �� ����
�� ����, 
� ���	�$�	���: ;; ff �� . '�-
��������, ����
�
�� ������ �	�$�� �� ����� ��������������� ��-
��������� ������ (8.4) ����
�$�
�� � ������
�� (8.5) �	� !�
�-
"�� f. 

*����� ��
����
� �������
�� 
���. 9����, 
�������, 	4 � �4 
����"���	�
�, � 4�  – ��	�����	�
� �	� ���
� 0: 

 .0,0,0 444  )) ��	  (8.7) 



 279

>�	� �
���, ��� � �	�$�� II, 
��������� �
�$�
�� ,4x  �� ����� 
�����  

.
,
,

443

442

441

��
��
		

��
��
��

xx
xx
xx

 

9����	��� 04 )	  � ,04 )�  �
�$�
�� x1 � x2 ����� ���
�������, 
� �
�$�
�� x3 ����� ���������� 
�����"���	�
�� (��� ��� ��-
����
��� ).3 � x  9�� 
�������
�� 4x  
������� ����
�, ����� 
��
� �� 
�������
�
 x1 �	� x2 ��������� � 
�	�: �	� 1x  ����� ��-

��
��� ����� ,
4

4 	
	


�x  � �	� 2x  ����� .
4

4 �
�


�x  @������ �� 

���
 ��
���
�� 
44

,
�
�

	
	



  
����
����; �����, 
�������, ��� 

����� .
4

7
	
	

�
  #���� 
�������
�� 4x  ������
� ��	��� �� 0 �� 

.7  9�� 7�4x  
�������
�� 1x  ��������� � 
�	�, � ��� ��	�
����� 
����� 4x  
�������
�� 1x  ���
�� ��� ����"���	�
��, $�� ��������� 

�	���. 9�	���� � ������� (8.4) 7�4x  � ,05 �x  ��	�$�� 
�����-
"���	�
�� ����
�� 

 x1 = 0,  x2 = �47 + �,  x3 = �47 + �,  x4 = 7,  x5 = 0, (8.8) 

�	� �������� �
�$�
�� !�
�"�� f ����� <<7< ��4  (�����	��� 
04 )<  � ).0 7  

#���� �������, � ������ 4x  “������” �� �����
�
 
�������
�
 ��-
�������� � 
�	� 
�������
�� 1x . +�� �	���� �	� 
�� ���
�	�� � ����
� 
������ � �321 ,, xxx; �  
� � �324 ,, xxx; �� , � ���

�: �� ������� ������ 
���	����� 
�������
�� 1x  � ������ 
��� � ����� �������� 
�������
�� 4x  
(�� $��	� ����
�
 ������
�
). 

���
� ������, ��� ��� ������	���, �	�$�� �� ����� ����������� ���-
���� (8.4). A� ������� ����
�
�� (�	� 1x ) �������� :4x   
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4

5
4

5
1

4
4

1
	
	

	
	

	


� xxx  (8.9) 

� �������	��� ��� ������
�� �	� 4x  � ����	�
�� ��� ����
�
��. @ 
����� ��	�$�� ������� ���� 

 
�
�

�
�

�

���
���
���

cxcxcx
bxbxbx
axaxax

55113

55112

55114

,
,
 (8.10) 

� �����
�� ����
��� 

 ,0 , , , ,0 54321 ����� xxx acbxx  (8.11) 

������� ��	�
� ��������� � ����
��� (8.8), �����	���, ��� ���
� 
�� ����� ������� (8.9), ���
 ���
�
 ����
�� � ��	������ 

0 ,0 51 �� xx  ���� 
� �����. #���� �������, �����
�� ����
�� 
(8.10) ��	����� �
��� 
�����"���	�
��.  

D�� �� �������� 
����� �
�$�
�� !�
�"�� f, �� �
� ���
�  

 <7< ��� 4;f  (8.12) 

�, ����� �������, ;; ff ��  (�	����� �$����, $�� 04 )<  � ������� 
<<7< ��4 ). A���, � ����
���� �� ������ ; � ; �  ������� ����
�-

$�
�� ��
��
�	� ���������� !���� ((8.10), ��� a   0, b   0, c   0), 
� �
�$�
�� !�
�"�� f �	� �����
��� ����
�� ���
���	��� �	� ��-
��	��� ����
��. 

9���
�� �� ������ ; � 
����� ������ ;�  � ��
�$��� 
��, ����-
���, 
����
��, ��	����� � �	�$�� III. '���������, ������ ������-

�� �	� f, �.�. (8.5), ��	�
� ���� ������ ����
�
� 
����:  

 ,5511 dxdxdf ���  (8.13) 

������� ��	�$����� �� (8.5) ����
�� 
�������
��� 4x  �� !����	� (8.9). 



 281

>�	� �	� ��	�$�

�� ����$� (8.10), (8.13) �
��� ����� ����� �	�$�� 
III, �� ��	��� �	������� 
��, �.�. ����
���� � 
����� ������ ,; ��  �	� 
�������� .;; ff ��� �   

\��� ����������� �� ��
 ���, ���� 
� ������ � ��
��� �� �	�$��� I 
�	� II. #���� ���"��� ����
$�������. 

������ 8.1. '����� ����$� min54 '
� xxf  ��� ��	����
 

 
�
�

�
�

�



�

��

�
�

,33
,22

,21

543

542

541

xxx
xxx

xxx
 (8.14) 

0 ix   (i = 1, 2, 3, 4, 5). 

' � � � 
 � � .  %���� 
�������
�� 321  , , xxx  �������� ���������� 
�����, � !�
�"�� f ������
� $���� ������
�� 
�������
�� 4x  � 5x . 

����� ���!!�"��
��� ��� ������
�
 
�������
�
 � ������-

�� f ������� ����"���	�
�� $��	� – ��� ���!!�"��
� ��� 5x . 
9����������� ���!!�"��
�� ��� 5x  � ����
�
��
 (8.14), �� ��-
���, $�� � ����� 
�
 ���� ����"���	�
��. �	�������	�
�, ����� 

��� �	�$�� III, � � ������������ � ��	���

�� ���� ��������� 

���
����� ���	��� 
��. @����� ����
�
�� � ����"���	�
��� ��-
�!!�"��
���� ��� 5x , – � ��� ������ � ������ ����
�
��, ������	�-
�� �	� ������� �� 
�
 ��
���
�� ������
��� $	�
� � ���!!�"��
-
�� ��� 5x , ������� �� �
���� ��
��. 9�	�$�� ��� ��
���
��:  

1
2   �  

1
3 ,  

�� ������
 ��
���� ��	����� ��
���
�� 
1
2 , ����$����� ����
�-


�� �	� 2x .  
9��������� ����
� ������ �� �
��� 52 xx = , $�� ��
�$���: 

������ 2x  � ����� �������� 5x . /���� ����� ������ ������� �� 



 282

1 5 3,  ,  .x x x  D���� ����������� ��������������� ����������� ���-
���� (8.14), 
��
� �������� ��� 
�������
�� $���� 2x  � 4.x   

/�$�
��� � ����
�
�� �	� 2 ,x  �� �������� �������� 5x  (
���� 
�����
�� 
�������
��):  

;22 245 xxx 
��  

����� �������� 31  , xx  �  f: 

� �
� �

� �.22
,2233
,2221

244

2443

2441

xxxf
xxxx
xxxx


�
�

�

�

��
�

 

A���, ����$� �������
� � ���� 

 
�
�

�
�

�

�
�

��

��

243

245

241

51
,22
,235

xxx
xxx
xxx

 (8.15) 

(�� ��
��
�	� ������� ����
�
�� � (8.14)) � 

 4 22 .f x x� 
 
 �  (8.16) 

�	� ��	�$�

�� ����$� �
��� ����� �	�$�� III, ��� ��� ���!-
!�"��
� ��� 4x  � ������
�� f ����"���	�
 � ����� ���!!�"��
-
��� ��� 4x  � ����
�
��
 (8.15) ����� ������� ����"���	�
��. 9�-
�	��
�� ��	����� ���!!�"��
� ��� 4x  ��	��� � ��
�� ����
�
�� – 
�	� 3,x  ������� ���������� ����
� ������ �� �
��� 3 4.x x=   

A� �������� ����
�
�� �������� 4x  � �������	��� ��� ����-
��
�� � ����	�
�� ����
�
�� � � !�
�"�� f. @ ����� ��	�$��: 

 

�
�
�

�

��
�

�

�

�
�



�



�

,
5
1

5
1

5
1

,
5
3

5
2

5
12

,
5
7

5
3

5
28

234

235

231

xxx

xxx

xxx

 (8.17) 
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 3 2
11 1 4 .
5 5 5

f x x� 
 � �  (8.18) 

@��	���� ���������	��� $�����	� �������� ����������	�
�. 
�	� ��	�$�

�� ����$� ����� ����� �	�$�� I, ��� ��� ��� ���!-

!�"��
�� ��� ������
�
 
�������
�
 � ������
�� f 
�����"�-
��	�
�. +�� ��
�$���, $�� ���	��
�� �����
�� ����
�� 

0 ,
5
1 ,

5
12 ,

5
28

32451 ����� xxxxx  

��	����� ������	�
��, � ������� ��
���� f ����
 
5

11

 . A���, 

������	�
�� ����
�� ���� 

�
�
�

�
�
�

5
12 ,

5
1 ,0 ,0 ,

5
28  

� 
5

11min 
�f . %���$� ����
�. 

@ �������

�� ������� 8.1 ���"��� ����
$�	�� �	�$��� I, �.�. 

�
����
��� ������	�
��� ����
��. *�
��� �����$����� ��� ��
� 
������
���� ���
$�
�� ���"���� – ����� 
�������� �	�$�� II, ��-
��� min .f � 
1  '������� ������. 

������ 8.2. '����� ����$� min21 '

� xxf  ��� ��	����
 

 
�
�
�

�
�

��

,22
,1

214

213

xxx
xxx

 (8.19) 

0 ix   (i = 1, 2, 3, 4). 

' � � � 
 � � .  %���� ����� �	�$�� III, ��� ��� ���!!�"��
� ��� 
1x  � ������
�� �	� f ����"���	�
 � ����� ���!!�"��
��� ��� 1x  � 

����
�
��
 ���� ���� ����"���	�
��. 9�������� ���
� ������ �� 
�
��� 14 xx = , ��	�$�� ����$� 
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�
�
�

�
�
�
�

,22
,3

241

243

xxx
xxx

 

4 22 3 .f x x� 
 � 
  

�	� ���� ����$� ����� �	�$�� II, ��� ��� ��� 
�������
�� 2x  
���!!�"��
� � ������
�� f  ����"���	�
, � �  ������ �� ����
�-

�� – 
�����"���	�
. �	�������	�
�, , min 
1�f  � ������	�
��� 
����
�� 
� ����������. 

§ 8.2. ���%��)�-��*��A� 

9�������� ���$��� �� ����	���-������, 
�� 
���
�������� ��-
�������� ��� ��$��	�
�� ���	� ������
�, ��� �� ��	�	� ��� � ���-
������
 �������
. *����������, ���� ���"��� ���
� �������� � 
���� ���	�������	�
���� ��
����
� ����	
����
 ���	�", ���$�� 
������� ���� ����� ����$��� ����
�� � �	������� ���	�"�. 

*����
�� ����	���-���	�" ���������� 
� ������� ����$� 
(8.4), (8.5) �� § 8.1, ��� ��������� ��
����������� !�
�"�� (8.5) 
��� ����
�$�
��
 (8.4) � ��	����
 � �5...,,10 � ixi . 

�	� ����	
�
�� ������ ���	�"� 
���
����� � ������ �� ����-

�
�� (8.4) ����
���� ��� $	�
�, ����� ������
���, �� ������ $��-
�� � 	����, �.�. �������� (8.4) � ����1 

 
�
�

�
�

�

�


�


�



.
,
,

55443

55442

55441

���
���
			

xxx
xxx
xxx

 (8.20) 

E
�	���$
�� ������ �	����� �����	��� � � ����
����� (8.5): 

.5544 <<< �

 xxf  

#����� ���
� ����	
��� ���	. 8.1. 
                                                        

1 9�� ������� ���� (8.20) $���� �������, $�� � 
�� ���	�"� ���!!�"��
��� 
��� �����
�
 
�������
�
 ��������  ��������� ����
; ������� � ����, $�� ��� 
���	�"� ��������� � 
�������� ������� �� ���	�"��� ���
�$
�� �����"� 1. 
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%��	��
�� ������ ���	�"� � 
������� ����	
�
��, 
� �$���� 
����	��, � �����
�����
 
� 
��������. '�����
���� ����	�� ����-

�� 
���. 

 #��	�"�  8 .1  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x1 	 1 0 0 –	4 –	5 

x2 � 0 1 0 –�4 –�5 

x3 � 0 0 1 –�4 –�5 

f < 0 0 0 –<4 –<5 

@ ������������ � ��
�� �����

�� ��������� 
���
����� ����-
�� ����� ����
���, ������� 	� � �����
�$�	�
�� ������
�� �	� f 

<<< ��� 5544 xxf  


��� �� ���
 ����"���	�
�� ���!!�"��
� ��� x4 � x5. 9����	��� 
��� �
���
�� � ���	�"� ���!!�"��
�� ��� x4 � x5 ����
�	� �
���, 
�� ��	�
�, �	�������	�
�, ����
���, ������� 	� � ���	��
�� 
������ ���	�"� (
� �$���� ������
��� $	�
� < ) ��	�����	�
�� 
$��	�. >�	� ������
 
��, �� �����
�� ����
��, ����$����� ��

�-
�� ������, �.�. � �0,0,,, ��	 , ��	����� ������	�
��, � <�fmin   � 
����$� ����
�. 

9�����	����, $�� � ���	��
�� ������ �������, 
� �$���� < , 
��	�����	�
�� $��	� 4< . *���$��� ���	��", � ������� �
� 
�
�-
�����, �������	�
�� ����	���. ��	�� ������������� ����	�
�� $��-
	� ����� ���	�"�. >�	� ����� 
�
 
�� ����"���	�
�
 (��� ��
�$���, $�� 

0,0,0 444    ��	 ), �� ����� �	�$�� II. #���� ,min 
1�f  � ���-
"��� �
��� ������������. 

9����, 
���
�", ����� $���	 ����$�

��� ���	�"�, ����� ��-
�	��
��� $��	�, ���� ��	�����	�
��. +�� ��
�$���, $�� �� ����� 
�	�$�� III �, �	�������	�
�, ��	�
� ���	��� 
��. /�������, ��� 
�� �$���	� ��
��, ����� 0,0 44 �
�
 �	  (��� ��
�$���, $�� 

0,0 44 )) �	 ), � 04 �
�  (�.�. 04  � ), � ��$
�� ������������ � 
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������	���
��� (8.7). @ ���� �	�$�� �����

�� ��
�� �������� 
������������ ��������� ��
���
��  

4	
	



 � 
4�

�



 

� ������� �� 
�
 ��
����. 

9����, 
�������, ������� ��	����� ��
���
�� 
4	

	



, ����$��-

��� ������ ���	�"� � �����
�� 
�������
�� x1. *���$��� ��� ����-
�� ������
��	�
�� ����	���. +	���
� ���	�"�, ������� � ����$�
-

�� ���	�"� � ����$�

�� ������, 
��������� �����
�!��� �	���
-
���. @ ��

�� �	�$�� ��� 4	
  (� ���	. 8.1 �
 ������
 ��
������). 

� ����� ����
�� 
�$�
����� ����������� ���	�"�, ������� 
"�	�� ����
�� � 
����� ������ � �324 ,, xxx . >� ���
� ����������� 
��� ������ ��� ���� �� ������ B�����. E ���

� ��
����� ����-
	�

�� ������ 
� ����� $��	�, $���� 
� ����� ������������ �	�-

��
�� �����	��� ���
�"� (�.�. ��
����� 
� 
4

1
	


) – ��� ���������-

���� ����, $�� ������ �� ����
�
�� (8.20) ����������� ��
�����	�-

� 
����� �����
��� 
�������
��� x4. 9�	�$�

�� ����� ������� 

���� ������ ��������� ��� � 
���� ���	�"� – �
��� � ���� ���-
��� ������. %���� � ������ �� ����	�
�
 ����� ���	. 8.1 ������	�-
�� �
��� ��	�$�

�� ������, ��
���

�� 
� ����� $��	�, $���� � 
�	���� ����$�

��� ���	�"� �����	�� 
�	� – ��� ������������� ��-
�	�$�
�� 
�������
��� x4 �� ����	�
�
 ����
�
��, � ����� �� ��-
����
�� �	� f. 9����������

�� ����� ������� ������ ����� � 

���� ���	�"� (���	. 8.2) 
� ����� ����
�
 �����. 

7 
���� ���	�"� �����
����� �� �� ���"�����. @ ����	����� �	� 

�
������ ������	�
�� ����
�� (�	�$�� I), �	� ��
�����������, $�� 


1�fmin  (�	�$�� II), �.�. "�	���� !�
�"�� 
�����
�$�
�, �	� �� 
������������ �	������� ��� (�	�$�� III) – ��	�$�� 
���� ���	�"� 
(���	. 8.3) � �.�., ���� ���"��� 
� ����
������ (�	�$�� I �	� II). 

@�� ��� ����� ���	����� ��� ����� �������� ����
�� ������� 
8.1. A�
��
�� ���	�"� ����� ��� (���	. 8.2). 
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 #��	�"�  8 .2  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x1 1 1 0 0 1 –2 

x2 2 0 1 0 –2 1 

x3 3 0 0 1 3 1 

f 0 0 0 0 –1 1 

%���	
�
�� ���	. 8.3 
�$�
����� �� ������ �5 (���������� ���-
	�"� ������������� (8.15) � (8.16)). 
 #��	�"�  8 .3  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x1 5 1 2 0 –3 0 

x5 2 0 1 0 –2 1 

x3 1 0 –1 1 5 0 

f –2 0 –1 0 1 0 

�	������� ���	. 8.4 ������������� (8.17) � (8.18). 

 #��	�"�  8 .4  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x1 5
28

 1 
5
7

 
5
3

 0 0 

x5 5
12

 0 
5
3

 
5
2

 0 1 

x4 5
1

 0 
5
1


  
5
1

 1 0 

f 
5

11

  0 

5
4


  
5
1


  0 0 
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@ ���	. 8.4 ���	��
�� ������ (
� �$���� ������
��� $	�
�) 
� ���-
��  ��	�����	�
�
  $���	. %
�$��,  ������
���  ������	�
�� ����
�� 

x1 = 5
28 , x2 = 0, x3 = 0, x4 = 5

1 , x5 = 5
12 , 

� ��
���� f ����
 
5

11

 . 

A���, �������� ���� � ���� �	�������� �	�������. 

��,#���� ��*#�� %# ���%��)�-���#$� 

1. @���	��� ��
��
�� ���������� ����� � ����	
��� ������ 
���	�"�. 

2. >�	� � ���	��
�� ������ ��	�$�

�� ���	�"�, �����, ���� 
�����, ������� $��	�, 
�� ��	�����	�
�
 $���	, �� �����
�� ��-
��
�� ��	����� ������	�
�� – ����$� ����
�. 

3. 9���� ����� �����

�
 � ��
��� 2 $���	 ������� ��	���-
��	�
��, ��������, � ���	�"� xj. *���$��� ���	��" xj �������	�
�� 
����	���. 9������������ ����	�
�� $��	� ����� ���	�"�. >�	� 
����� 
�
 
�� ��	�����	�
�
, �� 
1�fmin  – ����$� ����
�� 
� 
�����. 

4. 9���� ����� ���������

�
 � ��
��� 3 $���	 ������� ��	�-
����	�
��. �	� ������� �� ����
 $���	 a ������	��� ��
���
�� 

a
b , ��� b – ������ $��	� � ��� �� ������ (������
�� $	�
). A� ���
 

����
 ��
���
�� �������� 
����
����. 9���� �
� ������������� 
������ �	� �����
��� 
�������
��� xi. *���$��� ��� ������ ����-
��
��	�
�� ����	���. D��	� 	, ������� � ����$�

�� ������ � ��-
��$�

�� ���	�"�, 
��������� �����
�!��� ��������� ���	�"�. 

5. 9���
���� � 
���� ���	�"�. �	� ����� ����$�

�� ������ 
��	�� 
� 	 ($���� 
� ����� ������������ �	���
�� �����	��� 
���
�"�) � ����� �� 
� ����� ����
��. 7 ������ �� ����	�
�
 
����� ���	�"� ������	��� ��, $�� ��	�$�
� 
� ����� ����$�

�� 
������, ��
���

�� 
� ����� $��	�, $���� �	���
�, ������� � 
����$�

�� ���	�"�, ������	�� � 0. 9�	�$�

�� ������ ����� 
� 
����� ����
��. 

6. � 
���� ���	�"�� ������������ � ����	
�
�� ��
��� 2.  
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§ 8.3. ��*#�� � A���!#� '��)A��� 

9�� ���������� ����$� 	�
��
��� �������������
�� � ����
�� 
� ������� ����	���-������ ���
������ ������ ��

�$����� ��-
����: ��� 
����	�� ��"��
�	�
� 
���� ������
�� "�	���� !�
�"�� f 
$���� ������
�� 
�������
��?  

9���� ����$� ����� ��� 

 
�
�

�
�

�

���
���
���

,
,
,

55443

55442

55441

���
���
			

xxx
xxx
xxx

 (8.21) 

0 ix  (i = 1, ..., 5), 

 .min55443322110 '������ xcxcxcxcxccf  (8.22) 

D���� ��	�$��� ��������� ������
�� �	� f, �	����� � ����
��-
�� (8.22) ����
��� 321 ,, xxx  �� !����	�� (8.21). *�������	�� ����� 
����
�, 
�
���� 

� � � �
� � .554455443

55442554410

xcxcxxc
xxcxxccf

�����
��������

���
���			

 

9��	� �������
�� �����
�
 $	�
�� ��	�$�� 

,5544 <<< ��� xxf  

���, �$����
�, 
,3210 ��	< cccc ����  

,44342414 cccc ���� ��	<  

.55352515 cccc ���� ��	<  

*���
�$��: 
� �321 ,, cccc; �

�
 – ������ �� “�����
�
” ���!!�"��
��� � ����
��-

�� (8.22), 
� ���	 ,,�h

�
 – ������ ������
�
 $	�
�� � (8.21), 
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� �4444 ,, ��	�h
�

 – ������ �� ���!!�"��
��� ��� x4 � (8.21), 

� �5555 ,, ��	�h
�

 – ������ �� ���!!�"��
��� ��� x5 � (8.21).  
#���� ���������� ����
���� ����������� � ���� 

� �
� �
� � .,

,,
,,

555

444

0

chc
chc

hcc

;

;

;

��
��

��

��

��

��

<
<
<

 

D���� 
��$����� �����	�
� ����	������� ��� !����	�, ������� 
�
 ���:  

� �
� �
� � 555

444

0

,
,,

,,

chc
chc

hcc

;

;

;

�
�

�
�


��

��

��

��

<
<
<

 

� ��	�� �$���, $�� h
�

 – ��� ���	��" ������
�
 $	�
�� �� ����	���-
���	�"�, ����$����� (8.21), 4h

�

   – ��� ���	��" �	� ������

�� x4 

�� ��� �� ����	���-���	�"�, � 5h
�


  – �
�	���$
�� ���	��" �	� x5. 

*���
�$�� ��� ���	�"� ,
���
h
�

 
���
h4

�
 � .5

���
h
�

 #���� ��	�$��: 

 

� �

�
�
�

�

�
�
�

�

�


�
�
�

�
�
��


�
�
�

�
�
��

��

.,

,,

,,

555

444

0

chc

chc

chc

���
;

���

���
;

���

���;���

��

��

��

<

<

<

 (8.23) 

+�� � ���� ������� !����	�. 
*��$
� ��������� ���: 
�� 
�������
��� x1, ..., x5 � ���	��
�� 

������ ����	���-���	�"� ����� $��	� c1, ..., c5 (���!!�"��
�� �� 
����
���� (8.22)), � �	��� �� �����
�
 
�������
�
 ����� c1, c2, c3 
(“�����
��” ���!!�"��
�� �� (8.22)). ��	�� ��	������� !����	�-
�� (8.23) �	� ����	
�
�� ���	��
�� ������ ���	�"� (������ �	� f) 
(���	. 8.5). 
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 #��	�"�  8 .5  

  c0 c1 c2 c3 c4 c5 

 J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

c1 x1       

c2 x2       

c3 x3       

  
���
h
�

    
���
h4

�
 

���
h5

�
 

'���������, ��� ����
��� �� ������ ����	���-���	�"� �� ���-
��� ������ �	� f ��	�$����� ���� ����� (��� ������ ����	���-
�	�������, �����

��� � ��
"� § 8.2 – ��. ��
�� 5 �	�������). /� � 
���
"��� �� ���
� ��	�$��� ����� � � ������� !����	 (8.23). 
#���� “����
��” ������ 
�
����
�� ���	��
�� ������ ���
� ��-
��	������� � ��$����� ��
���	� ��$��	�
��. 

������ 8.3. '����� ����$� 	�
��
��� �������������
�� 

�
�

�
�

�

���
�

���
�

���


,523
,422
,1253

75421

65421

4321

xxxxx
xxxxx

xxxx
 

� �,7...,,10 � ixi  

.min23539 75421 '
�
��� xxxxxf  

' � � � 
 � � .  %���� ��
��
�� ����� ��������
 
�������
��� x3, 
x6, x7 (�	� ��	���� 
��	��
���� �
� ������
� ��
������). @ ���	. 
8.6 �������
� ������ ����	���-���	�"� ��� ������ �	� f. 

�	� ����	
�
�� ���	��
�� ������ ���	�"� ���
� �����	���-
������ !����	��� ���� (8.23) (��$�� ��
�$��� ���	��
�� ��
���-

��): 

���
1< ,23

1
2
3

1
0
0


�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�  
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,85
3
2
5

1
0
0

2 
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

���
<  

,53
2
1
2

1
0
0

4 ��
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

���
<  

,32
1
1
0

1
0
0

5 
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

���
<  

.49
5
4
1

1
0
0

��
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

���
<  

 #��	�"�  8 .6  

  9 3 5 0 –3 2 0 –1 

 J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

0 x3 1 3 –5 1 2 0 0 0 

0 x6 4 –2 2 0 –1 1 1 0 

–1 x7 5 –1 3 0 –2 1 0 1 

 f         

�	�������	�
�, ���	��
�� ������ ���	. 8.6 ���	���� �	����-
��� �������: 

f 4 –2 –8 0 5 –3 0 0 

��	�
����� ������ � ���	�"�� ��������	����� � ������������ � 
����	���-�	��������, ��� ���� �	� ��
���	� �����	�
���� ��$��-
	�
�� ���
� ����	������� !����	� ���� (8.23). '�����
���� $���-
��	� ������� ����
�� ������� �� ��
"�, ����������� ������ ��� 
��
���	�� ������ f. 
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§ 8.4. ���#$ ��)����!���#,# *�/���. 
@!��'�/��� ���%��)�-���#$ 

@��� ��	� �����
� �
��� ����
�� ����$� 	�
��
��� �����������-
��
�� ����	���-�������. @ ��$����� ����������	�
��� ��	���� �� ���-
����	�, $���� � ������� ����
�$�
�� ��	 ����	�
 ��
��
�� �������-
��� �����. @� �
���
 ����$�
 ����� ����� ������������� 
�����������
-

�. @ �����
 �	�$��
 ��� ���
������ ������. /��� ����� ���������
 
���
 �� ������� 
�
����
�� ����������� ������, ������� ���$
� 
���-
���� ������� �
%�

�������� ����
�. 

9���� 
��
� ������ ����$� 	�
��
��� �������������
�� � �����-
��� ����
�$�
��, �������, �	� ������	�

����, ������ 3�5 (��� ����-

�
�� � ����� 
�������
���). A���, ���������� ����$�: 

 
�
�

�
�

�

�����
�����
�����

,
,
,

5544332211

5544332211

5544332211

cxcxcxcxcxc
bxbxbxbxbxb
axaxaxaxaxa

 (8.24) 

 � �5,4,3,2,10 � ixi , (8.25) 

 .min5544332211 '������ dxdxdxdxdxdf  (8.26) 

������
�� $	�
� a, b, c ����
�
�� ����� �$����� 
�����"�-
��	�
���: ��	� ��� ��	���� 
� ����	
�����, 
�������, ��	� a < 0, 
��, ��
���� ��� $���� ������� ����
�
�� 
� 
1, ��	�$�� ����
�-

��, � ������� ������
�� $	�
 ��	��� 0. A���, ����� 

 .0,0,0    cba  (8.27) 

/����� � ����$�� (8.24) … (8.26), ������� ����� �$����� ��-

��
��, ���������� ������ ����$� 	�
��
��� �������������
��: 
��� ����
�$�
��
 

 

�
�
�

�
�
�

�

�





������

������
������

dxdxdxdxdxdf
cyxcxcxcxcxc
byxbxbxbxbxb
ayxaxaxaxaxa

5544332211

35544332211

25544332211

15544332211

,
,
,

 (8.28) 
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� ��	����
  
 � � � �3,2,10,5,...,10 � � jyix ji  (8.29) 

��
����������� !�
�"�� 

 .321 yyyF ���  (8.30) 

�!����	�����

�� ����$� ��	����� ����������	�
�� �	� ��-

��
�� ����$� (8.24) … (8.26) � �	���� �	� 
�
����
�� �������-
���� ������. /�������
��� � 
�� ��	����� x1, ..., x5; y1, y2, y3. 9�� 
���� 
�������
�� y1, y2, y3 
��������� �
%�

��������, �
� ����-
���� �
%�

������� ����
. '���������, ��	� � ������� ����
�
�� 
(8.24) ������� ��
� �	� ��� �����
�� ������

��, �� $��	� �����-
����

�
 ������

�
 ���
� ���
�����. @ ������� ����
�$�
�� 
(8.28) ��	�$�	� ������
�� �	� "�	���� !�
�"�� (8.26) � ��$����� 
����	
���	�
��� ����
�
��. +�� 
� ���
"����	�
�, 
� ����
�, 
�����	��� ��� ����	���
�
 �����������
��
 ����� ��	�$����� 
������
�� �	� "�	���� !�
�"�� ��
��
�� ����$�. 

%������, $�� �� ������
�� �	� F � 
�����"���	�
���� �����-
����

�
 ������

�
 �	�����, $�� min F = 0 ����� � ��	��� �����, 
����� ��� ���������

�� ������

�� ���
� 
�	�.  

�	� ����
�� ����$� (8.28) – (8.30) ���
� �����	��������� 
����	���-�������, �����	��� �����
 ���������� �����. #���� 
������� ����� (8.28) ��	����� � �321 ,, yyy . 

9�� ����
�� ����$� ����� ������������� ��� ������
����: 
1) min F > 0; 
2) min F = 0. 
@ ������ �	�$�� � ������	�
�� ����
�� 
��� �� ��
� �� ��-

�������

�
 ������

�
, 
������� y1, ��	�����	�
�. +�� ��
�$�-
��, $�� ������ ����
�
�� ������� (8.28) ��� ���	�
�� y1 ��������-
���� � ������� 
�����
����. #���� �������, � ���� �	�$�� ������� 
(8.28) 
� ����� ���������
 ����
��, �.�. �
������� ���������
 
����
�� ����� � ��
��
�� ����$� 
� ����� ����
��. 

@� ������ �	�$�� � ������	�
�� ����
�� ������ �� �������-
��

�
 ������

�
 ���������� � 
�	�. &���� �	�$����� ���, $�� 

�������� �� ���������

�
 
�������
�
 ����	��� � ������. /�-
����
� ��������, $�� � ������� ����	���
�
 �����������
�� 
���
� ���	�������	�
� ������� �
 �� ������, ��� $�� ��	�$�

�� 



 295

����� ���
� ����	������� �	� �����	��
�� ����
�� ����$� � "�-
	���� !�
�"��� f. 

/�
����
�� min F 
������� ������ (���� ����
�� ����$� 
(8.24) – (8.26), � ������
�� ��� �����	��
�� � "�	���� !�
�"��� f 
– ������ (����, ��� ���� ��� ����� – ����(����� 
�����%
-
�������. 

9����� $�� ���������� � ��������, ���	��� ��
� ����$�
��. 
'���� ����$� (8.28) – (8.30), �� ��������� (��	� ��� ������
�) 
��	�$��� ������	�
�� ����
��, � ������� �
�$�
�� ���������
-

�
 
�������
�
 ���
� 
�	�. /��	�$��� ������ �����$� ����� – 
������� ���	�������	�
���� ����� ����� �������, $���� ��� ��-
�������

�� 
�������
�� ���	� �� ������, �.�. ���	� ������
���. 
#���� � �����
�� ����
�� �
�$�
�� ���
 
�������
�
 � ����� ��� 
��� 
�	���. #���� �������, ����
��� ��� ����
�� ����$� (8.28) – 
(8.30) �� ��
��� ������ � �������, �� ��������� � ������ �$����� 
�������� �� ������ ��
� ���������

�� 
�������
�� �� ������. 
@�����
�, ����$��, � ����� (�����
��) �	�$��, ����� � ���"���� 
����
�� ���
������ ����
��� ��
� ���������

�� 
�������
�� 
� 
������ (����� ������������ �	���
�� ��-������� 
� ��	�$�����). 
/� ����� 
�����	�
��� ��$��	���	�
��� ���"���� �� ���
 �	�-
$��
 �������� �������

�� ����� ���������

�
 
�������
�
 �� 
������. 

������ 8.4. '����� ����$� 	�
��
��� �������������
�� 

min2 321 '
�
� xxxf  

��� ��	���� � � 0,, 321  xxx  � ����
�$�
��
 

�
�

�
�

�

 �
�

���

.322
,52
,42

21

31

321

xx
xx
xxx

 

' � � � 
 � � .  9������� �
�$�	� ����$� � ��
�
�$����� !����, 
�����  ��� ��	�
����� ������

�� 04  x  � .05  x  9�	�$�� ����$�: 

 min2 321 '
�
� xxxf  (8.31) 

��� ��	���� � � 0,,,, 54321  xxxxx  � ����
�$�
��
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�
�

�
�

�

�
�
��

���

.322
,52
,42

521

431

321

xxx
xxx

xxx
 (8.32) 

+�� ����$� ������	�
�
� �����
�$�	�
��, 
� ����������� ��-

��
�� ���������� �����. @���$��, �� ������ ����
�
�� ������� 
�����
�� ������

�� x4, ������� ���
� ������ � ������� �����. 
�	� ������� � �������� ����
�
�� ���
������ ������ ���������
-

�� ������

�� x6 � x7. 9�	�$�� ����������	�
�� ����$�: 

6 7 minF x x� � '  

��� ��	���� � � 0,,,,,, 7654321  xxxxxxx  � ����
�$�
��
 

�
�

�
�

�

��
�
��

����

,322
,52
,42

7521

431

6321

xxxx
xxx

xxxx
 

��� x1, x2, x3 – ��
��
�� ������

��, x4, x5 – ��	�
����� ������
-

��, x6, x7 – ���������

�� ������

��. 

%���	
��� ����	���-���	�"� (���	. 8.7). 9�� 
�
����
�� ��-
�!!�"��
��� ���	��
�� ������ �	� "�	���� !�
�"�� F �������$
� 
�	����� ����
�
�� (8.32), ��������������� ���������

�� ����-
��

�� x6 � x7, �.�. ������ � ������ ����
�
��. @ ���	��
�� ������ 
������� ����� ��� ��	�����	�
�
 $��	� 4, 3 � 1. @������� ������ 
�� 
�
. '���������� �	���
� 
�
������ � ���	�"� x1 � ������ x7. 
9��������� ���, � ����	����� �������� ���������

�� 
�������
�� 
x7 ��
���� �� ������, ������� � 
�� ����� 
�������
��� x1. 9�� 
���� �� ����� ��$���
��� ���	��" x7 �� ��	�$������� ���	. 8.8, 
�����	��� ���������

�� ������

�� x7 ���	� ������
�� � �	� 
��	�
������ ���	� ��	��
��. 

@ ���	. 8.8 �������� ���	��" � �3, �����	��� ������� � 
�� 
$��	� 1 ��	�����	�
�. '���������� �	���
� 
�
������ � ���	�"� 
x3 � ������ x6. 9��������� ���, � ����	����� �������� x6 ��
���� 
�� ������, ������� � 
�� ����� x3.  
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 #��	�"�  8 .7  

J����
�� 

�������
�� 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x6 4 2 1 1 0 0 1 0 

x4 5 1 0 –2 1 0 0 0 

x7 3 2 2 0 0 –1 0 1 

f 0 2 –1 1 0 0 0 0 

F 7 4 3 1 0 –1 0 0 

 #��	�"�  8 .8  

J����
�� 

�������
�� 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x6 1 0 –1 1 0 1 1 –1 

x4 7/2 0 –1 –2 1 1/2 0 –1/2 

x1 3/2 1 1 0 0 –1/2 0 1/2 

f –3 0 –3 1 0 1 0 –1 

F 1 0 –1 1 0 1 0 –2 

 #��	�"�  8 .9  

J����
�� 

�������
�� 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

x3 1 0 –1 1 0 1 1 

x4 11/2 0 –3 0 1 5/2 2 

x1 3/2 1 1 0 0 –1/2 0 

f –4 0 –2 0 0 –1 0 

F 0 0 0 0 0 0 –1 

9�	�$�� ���	. 8.9, � ������� ���
� ��$���
��� � ���	��" x6. 
������ "�	���� !�
�"�� F ������� �� ��
�
 
�	�� � �� ���
� ��-
$���
���. #���� �������, ����
$�	��� ������ !���. 9����	��� � 
������ �	� "�	���� !�
�"�� f ��� 
�� ��	�����	�
�
 $���	, �� 
������ !��� � ��

�� �	�$�� 
� �����, ��� ��� �� ��� ������	� 
������	�
��� ����
��. 9�� ���� ���������

�� 
�������
�� � 
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����� 
� �
����. #��	�"� 8.9 – ��� ���	�"�� x6 � x7  – ���
� ���-
���������� ��� ����	���-���	�"� �	� ����$� (8.31), (8.32), ���$�� 
� 
�� ���������� ������	�
�� ����
�� ���� ����$�:  

4min �f , .0;
2

11;1;0;
2
3

�
�
�

�
�
�����x�  

9����	��� 
�� �
�������� 
�����������

� 	��� �
�$�
�� 
�-
������
�
 x1, x2, x3, ����� ��������� � ���� 

4min �f , .1;0;
2
3

�
�
�

�
�
�����x�  

������ 8.5. '����� ����$� 	�
��
��� �������������
��: 

�
�
�

�
�

�
�



,123
,56

4321

4321

xxxx
xxxx

 

0 ix  (i = 1, ..., 4), 

.max4321 '
��
� xxxxf  

' � � � 
 � � .  �	� �������� ����� ������ ����$� 
� 
�
����
�� 
��
�����, ������������ ������  f  !�
�"�� –f: 

.min4321 '�

�
 xxxxf  

K����� ��� ����
�
�� ���	�������	�
���� ����	���-���	�" 8.10 
� 8.11 �	� ��������������� ����$�. '���������� �	���
�� ����-
	����� ��
������. 
 #��	�"� 8 .10  

J����
�� 

�������
�� 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 y1 y2 

y1 5 –1 –6 1 –1 1 0 

y2 1 3 –2 1 –1 0 1 

–f 0 –1 1 1 –1 0 0 

F 6 2 –8 2 –2 0 0 
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 #��	�"� 8 .11  

y1 4 –4 –4 0 0 1 –1 

x3 1 3 –2 1 –1 0 1 

–f –1 –4 3 0 0 0 –1 

F 4 –4 –4 0 0 0 –2 

����� $���	 ���	��
�� ������ ���	. 8.11 
�� ��	�����	�
�
, 
����� ������
��� $	�
�. %
�$��, ������
��� ������	�
�� ����
�� 
����$�:  

,01 �x  ,02 �x  ,13 �x  ,04 �x  ,41 �y  ,02 �y  min F = 4. 

9����	��� ��
���� ����������	�
�� !�
�"�� ��	�����	�
, 
��
��
�� ����$� 
� ����� 
� ��
��� ����������� ����
��. 

'��������� ��	�� ������, ����� ����������	�
�� "�	���� 
!�
�"�� ���������� � 
�	� ��
���, $�� ��� ���������

�� ����-
��

�� ���	� �� ������. 

������ 8.6. /���� ��
��
�� ����� �	� ������� ����
�$�
�� 

�
�

�
�

�

��
�
����
����

,46342
,4432
,232

5431

5321

5321

xxxx
xxxx
xxxx

 

x1   0, x2   0, x3   0, x4   0, x5   0. 

' � � � 
 � � .  9��	� �����
�� ���������

�
 ������

�
 x6, x7, 
x8 � ����������	�
�� !�
�"�� F = x6 + x7 + x8 ����	
�� ��
��
�� 
����	���-���	�"� (���	. 8.12). 
 #��	�"� 8 .12  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 

x6 2 1 1 2 0 3 1 0 0 

x7 4 2 1 3 0 4 0 1 0 

x8 4 2 0 4 –3 6 0 0 1 

F 10 5 2 9 –3 13 0 0 0 
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@������ ����������� �	���
� � ������ x6 � ���	�"� x1, ��-
��	
�� ��� ���	�$�
��. 9�	�$�� ���	. 8.13. 
 #��	�"� 8 .13  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 

x1 2 1 1 2 0 3 1 0 0 

x7 0 0 –1 –1 0 –2 –2 1 0 

x8 0 0 –2 0 –3 0 –2 0 1 

F 0 0 –3 –1 –3 –2 –5 0 0 

9����	��� ���������

�� ������

�� x6 ���	� �� ������, ��-
$�������� �� ���	�"� �� ���	��". %������, $�� "�	���� !�
�"�� 
���
�	� 
�	���� �
�$�
�� ������ � ���������

��� ������

��� 
x7, x8, ������� ���
� ��$���
��� �� ������. #�� 
� ��
�� � ����� 
�
���� ���������

�� ������

�� x7, x8. 9����	��� �
� ���
�	� 

�	���� �
�$�
��, ����������� �	���
� �	����� �������� �� 
����� x7, x8. *�
��� � ���
 ������
 
�� ��	�����	�
��� �	���
�� 
(��	� �� �
 ��	, �� ���	� �� ��� �� ����������� � ���	�$�	� �� 
��
� �� ���������

�
 ������

�
).  

%������ ����
�
��, ��������������� ������ x7: 

–x2 – x3 – 2x5 = 0. 

9����	��� ��� 
�������
�� ���
����� ��	��� 
�����"���	�
�� 
�
�$�
��, ��

�� ����
�
�� ����� ���
����

�� ����
��: 

x2 = 0, x3 = 0, x5 = 0. 

9�	�$�����, $�� ��

�� ������� ����
�$�
�� ������	�
�
� �	�-
������: 

�
�
�

�

��
�

�

�

�
�
�
�
�

.0
,0
,0
,0
,2

5

4

3

2

1

x
x
x
x
x
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#���� �������, �� �����	� ��
��
�� ������� � ����������� 
������. 

@ �������

�
 �	�$��
 !����$���� �����������	� ������ !��� 
����	���-������. '��������� ������, ����� �
� �������. 

������ 8.7. '����� ����$� 	�
��
��� �������������
�� 

 

�
�
�

��
�

�

 
 �
�
��

,100
,4002
,200
,5002

1

21

2

21

x
xx

x
xx

 (8.33) 

 x1   0, x2   0, 
 f = 2x1 + 3x2 ' max. (8.34) 

' � � � 
 � � .  9��	� �����
�� ��	�
����
 ������

�
 ������� 
����
�$�
�� (8.33) ���
����� ���: 

 

�
�
�

��
�

�

�

�
�
��
���

,100
,4002
,200
,5002

61

521

42

321

xx
xxx

xx
xxx

 (8.35) 

x1   0, x2   0, x3   0, x4   0, x5   0, x6   0. 

�������� ���$
�� �������, �� ��	�
� ��	� �� ������ ��� 
���������

�� ������

�� x7, x8 � ����������� ����������	�
�� 
!�
�"�� F = x7 + x8, ��
�������� �������, 
��	� �� �������-
��� �����. *�
��� ������� �����, �����	����� ��������� $��	� 
���������

�
 ������

�
 � ����� �	�$�� �� s + t, ��� s – $��	� 
����
�$�
�� ��
��
�� ����$� ���� ����
�
��, � t = 1, ��	� � ���-
���� ����
�$�
�� ������� 
�����
���� ���� «��	��� �	� ���
�», 
� t = 0, ��	� ������
 
��. 

E ���

� ����� �����
 $����� 
�����
��� ���� «��	��� �	� 
���
�» 
�
���� 
�����
���� � 
����	���� ������ $����� (� ���-
������������ ������� ��� ������ 
�����
���� � ������ $����� 
400). @�� ����	�
�� 
�����
���� ������ ���� ������������� �� 
�����	�: � ������� ����
�
�� (8.35) �� ����	�

��� ����
�
�� 
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�	����� ��$���� ��$	�

� ��

�� � �������� ������ ���	��
���. 
#���� ������� (8.35) ������ ��� 

 

�
�
�

��
�

�

��

�
�
��
���

.3002
,4002
,200
,5002

652

521

42

321

xxx
xxx

xx
xxx

 (8.36) 

9������ �������$
� ������ ��	��� ��
� ���������

�� ������
-

�� � ������ ����
�
��, $���� �������� ������� ����
�$�
�� 
(8.36) � ����������� ������. *��
$���	�
� ����$� (8.33), (8.34) 
������������� � �	�������� ����: 

 

�
�
�

��
�

�

��

��
�
��
���

,3002
,4002
,200
,5002

652

7521

42

321

xxx
xxxx

xx
xxx

 (8.37) 

x1   0, x2   0, x3   0, x4   0, x5   0, x6   0, x7   0, 
–f + 2x1 + 3x2 = 0, 

 F + x1 +2x2  x5 = 400. (8.38) 

9������ ������ !���� ����
�� ��

�� ����$� ����� ����
�� 
(8.37)– (8.38). /�$�	�
�� ����	���-���	�"�� ����� ���	. 8.14. 

 #��	�"� 8 .14  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x3 500 2 3 0 0 0 0 0 

x4 200 0 1 0 1 0 0 0 

x7 400 1 2 0 0 –1 0 1 

x6 300 0 2 0 0 
1 1 0 

–f 0 2 3 0 0 0 0 0 

F 400 1 2 0 0 –1 0 0 
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@ ��$����� ������������ �	���
�� ����
� ����� $��	� 2 � 
������ x6 � ���	�"� x2. 9�	�$�� ���	. 8.15. 

 #��	�"� 8 .15  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x3 350 2 0 1 0 ½ –½ 0 

x4 50 0 0 0 1 ½ –½ 0 

x7 100 1 0 0 0 0 –1 1 

x2 150 0 1 0 0 –½ ½ 0 

–f –450 2 0 0 0 3/2 –3/2 0 

F 100 1 0 0 0 0 –1 0 

/� ������ ���� �� ������ ���	�$����� ���������

�� ������
-

�� x7, � ����������	�
�� "�	���� !�
�"�� ���������� � 
�	�. 9�-
����� ���
� ��$���
��� ������ F � ���	��" x7 (���	. 8.16). +�� 
��
�$��� �������
�� ������ !���. 
 #��	�"� 8 .16  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x3 150 0 0 1 0 ½ 3/2 –2 

x4 50 0 0 0 1 ½ 3/2 0 

x1 100 1 0 0 0 0 –1 1 

x2 150 0 1 0 0 –½ ½ 0 

–f –650 0 0 0 0 3/2 ½ –2 

F 0 0 0 0 0 0 0 –1 

/� ������ !��� �������� ����������� �	���
��, ����	���� 
������ "�	���� !�
�"�� –f (���	. 8.17). 

#��	�"� 8.18 ��	����� ���	�$���	�
��, �����	��� � ������ ��-
�!!�"��
��� "�	���� !�
�"�� –f 
�� ��	�����	�
�
. *��
$�-
��	�
� ��	�$�� 

min f = f(150, 200) = 900. 
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 #��	�"� 8 .17  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

x3 100 0 0 1 –1 0 2 

x5 100 0 0 0 2 1 –1 

x1 100 1 0 0 0 0 –1 

x2 200 0 1 0 1 0 0 

–f –800 0 0 0 –3 0 2 

 #��	�"� 8 .18  

J����
�� 

�������
�� 

������
��
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

X6 50 0 0 ½ –½ 0 1 

x5 150 0 0 ½ 3/2 1 0 

x1 150 1 0 ½ –½ 0 0 

x2 200 0 1 0 1 0 0 

–f –900 0 0 –1 –2 0 0 

§ 8.5. ��#���� # )#��(�#��� ���%��)�-��,#����� 

@� ���
 ���������

�
 
��� �������
 
� ����	���-����� ��	� 
������	� �	�����	�$
� � ��� ����	�, $�� ���"��� ���	� ��
�$
��� 
$��	� ����� ����
$���	�� 	��� 
�
����
��� ������	�
��� ����-

��, 	��� ����
��	�
��� ���� !����, $�� min .f � 
1  @����� 	� ��-
��� ���? 9����	��� ���"��� ����
��	������� ��� 
�����	�
�� ��-

��� �� �	�$��� I �	� II �� § 8.1, �� ������	�

�� ������ ���
��
�-
$�
 �	��������: 
� ����� 	� �	�$�����, $��, ��������� (�� ���-
�	���-������) ��� �� ����� ��$��	�
��, �� 
������ 
� �������� 
����� ��
�� �� �	�$��� I �	� II? 9� ����� ������ ���
� ��������� 
�	������� ��������
��. 
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7����� ��� ������� � ����
� ��
��� ������ ; ������ ;�, ���-
$�� ��� ����
� �����
���� ����� �������, $�� �
�$�
�� "�	���� 
!�
�"�� f (�	� �����
��� ����
��) 
� ���	�$�������. 

9�����	���� ������, $�� ���"��� �����	������ ��� ����
����, 
������� �����
�$
�� ���	�������	�
���� ������� 

 ;, ;�, ;��, ...,  (8.39) 

�	� ������
 

 �   ��� ;;; fff  (8.40) 

@���� ���� $�� $��	� ���
 ������
�
 ������� ��
�$
�, � ��-
�	�������	�
���� (8.39) 
�������� ������ ��	�
� �����������. 
�	�������	�
�, ��	�
� �����$����� "���$�� 

;(k), ;(k+1), ..., ;(k+m), 

� ������
 
�$�	�
�� � ��
�$
�� ���
�� ���������. #���� "���$�� 

��������� ��%����. <�
�, $�� ����� � 

f;
(k) = f;

(k+m), 

������ �	����� � ��	� (8.40), $�� 

f;
(k) = f;

(k+1) = ... = f;
(k+m). 

#���� �������, ���"��� ����� �����	������ 
�����
�$�

� 
	��� � ��� �	�$��, ����� 
����	��� ���	�������	�
�
 ����� ���-
����� � ��������
�� "��	� (��"��	���
��). 

�	�$�� ��"��	���
�� 
��� � �����$�����, 
� ����
� �����. @ 
	��������� �� 	�
��
��� �������������
�� ������� ����� 
�-
���	��� �������� ������ ����, 
� � ��, ��� ����$��� �
 ������, 
�������
� 
� ��� �����. 7�� �����	�, ���
� 
��	��
�� ����� 
�������� ��"��	���
��. �	� ����� �	����� � �	�$�� ����	�
�� "��-
	� ����
��� ���	�������	�
���� ��$��	�
��. E ���

� � ��� ���-
�	���-���	�"�, � ������� 
�$�
����� ��

�� "��	 (�	� � 	���� 
������ ���	�"� ����� "��	�), 
��
� ������� ������ ����������� 
�	���
� (����������, � ��
 ���	�"�
, ��� ����� ����� �������
). 
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a��� � ������$����� ��$�� ���
�� ����	��� ��"��	���
�� 
� 
��������	��� ������ ���
���� (��� �	�$�� ��"��	���
��, ��� ����-
$�	���, �$�
� �����), 
� � ���
"����	�
�� �����
� ����� ���
����� 
���
�� �������. *�
��
�� ������ ������� � �	�������: ��	� ��
-

�� ����$� 	�
��
��� �������������
�� ���������, �� ���
� 	� 

���� 
��� �� ��
� �� �� ����
�� � ������� ����	���-������, ��-
����	���� �� ��

��� ������ ������� ����
�$�
��? ������� �	���-
��, ��	� ����$� ���������, �� ���
� 	� ��	�$��� �� ����
��, ��-
����	���� �� ��

��� ������ � ������� ���	�������	�
���� �����-
�����
 �	���
��� ���
������ �������? K��������	�
�� ����� 
� 
���� ������ ��
�$�	 ��, $�� 	���� ����$� 	�
��
��� �����������-
��
�� ���
�, �� ����
�� ����, � ���
"��� ������ ��� ������ 
����	���-������, � ������ ������	���� �� 	����� ����

��� ������. 

*���� � � ����� ��	� ����������� ���������	�
��. *
 �����-
����� � �	������� �������. 

��#���� 8.1. 1
�� 
���
����� ����������� ��
���� ������ 
��������� ����������������, �� 
���
����� � ����
��� ����-
������� ��
����. )�
������ �
���� ����� ���� �������� 
 ��-
����! 
�����%
-������, ������ �������� ����� 
 �!���� �
-
������� ����
�. 

+�� ������� $���� 
������� �������� � %������
�� ����	���-
�	�������. A ���������	�
�, � 
�� ������������, $�� ��	� ����$� 
	�
��
��� �������������
�� ���������, ��, ���� 	���� ��
��
�� 
����� � ������� ���	�������	�
���� ����������
�� �	���
��� 
���
������ �������, �� ������ ������ – ���	� ��
�$
��� $��	� 
����� – � �����
��� ������	�
��� ����
��. 

� � � � � � � � 	 � � � � �  ������� "�	��������
� 
�$��� � ��C��
�-

�� 
�������
 ��
����, ��
�����
�� � ��������. '�$� ����� ���� 
� ���������
�� ��
���
�� ������� ����� ��������� � ��
�� � 
��� �� $��	�� ������
��. 

K�	������ �$����� ������ 

� �raaaA ,,, 21 ��  

������������� � ���������� ��� 

8 > 0, 

��	� 0�8  � ������ �� ��	�$
�
 �� 
�	� ������
�� ������� 8 ��-
	�����	�
�. >�	� ��
� ��� ������� 
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� �raaaA ,,, 21 ��  � � �,,,, 21 rbbbB ��  

�� �� ������, $�� ������ 8 ����
�, $�� ������ 2 (�	� $�� ������ 2 
����
�, $�� ������ 8), ��	� ���
���� 8 – 2 ���� ��	�����	�
�� 
������. ������� �	�����, ��	���� 8 > 2 ��
�$���, $��  

11 ba � , 
�	� ��  

11 ba � , 
� 22 ba � , 
�	� �� 

11 ba � , 22 ba � , 
� 33 ba �  � �. �. 

*$����
�, �	� 	���
 ���
 �������� 8 � 2 ����	
����� ��
� � 
��	��� ��
� �� ����
���
�� 

8 > B, A < B, A = B. 

��	��, ��	� 8 > B � 2 > C, �� 8 > C. 
*�������� ������ 
�����������

� � ��������	����� �������. 
9���� ��
� ����$� 	�
��
��� �������������
��, ���$�� ���-

���� ����
�$�
�� � ������ 
�$�	� �������
� ��
�����	�
� 
���-
������ ������, ������ rxxx ,,, 21 � . A���, ��
� ������� 

 

� �
� �

� �

1 1 1, 1 1 1

2 2 2, 1 1 2

, 1 1

... ,

... ,

. . . . . . .

...

r r n n

r r n n

r r r r r rn n

x b a x a x

x b a x a x

x b a x a x

� �

� �

� �

� � 
 � �
�
� � 
 � �
�
�
� � 
 � ��

 (8.41) 

� 	�
��
�� !�
�"�� 

� �0 1 1 ... .r r n nf x x< < <� �� 
 � �  

7�� ���$
�, ��������� ����� 
�����"���	�
�
 ����
�� �����-
�� 
���� �����, ������� ��
��������� !�
�"�� f. 
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A�
��
�� ��

�� 
���� ����$� ������������� 
�������� ���-
�	���-���	�"�. �������� ��� ���	�"� (���	. 8.19), � ����� �����-
��� � 
�� ������ ��� r ���	�"��. 

 #��	�"� 8 .19  

J����
�� 

�������-


�� 

x1 . . 
. 

xr xr+1 . . . xn ������
��
$	�
� 

    

x1 1  0 a1,r+1  a1n b1 c11 c12  c1r 

. . .       . . .     

xr 0  1 ar,r+1  arn br cr1 cr2  crr 

f 0  0     c1 c2  cr 

(�������

�� $���� ����� ���	�$�
� � ��
����
�� �����). D��	� 
cij  � 
j (i, j = 1, 2, ..., r) ����� ���������� ��� ����
�, 
� � ��
�� 
��	�����: ������� (cij) ������ ���� �������������. 

K�	������ 
������� ����� ��	�����	�
��, ��	� ��� ������� 

#i = (bi, ci1, ci2, ..., cir)  (i = 1, 2, .., r) 

��	�����	�
� � �����

�� ��
�� ����	�. '���������, ��	� ��� ���-
���
�� $	�
� bi ��	�����	�
�, �� ����� ����� ��	�����	�
�� 
�-
�������� �� ����, ����� $��	� ����� � �������

�� $���� ���	. 8.19. 
*�
��� ��	� �����-	��� �� $���	 bi ���
� 
�	�, �� ��	���� ��	�-
����	�
���� ������ 
��	������� 
�������� ����
�$�
�� 
� $��	� 
ci1, ci2, ..., cir: ������ �� 
�
, ��	�$
�� �� 
�	�, ��	�
� ���� ��	�-
����	�
��. #���� �������, �������� ������ ���� ��	�����	�
�� 
����� �������� 
� ��	��� �� ����� ������� ����
�$�
�� (8.41), 
� 
� �� �������

�
 $���	 cij. 

'���
�� ����$� �� ����	���-������ �������� � ���	�������	�-

�� ����
�� ������. 9�� ���� 
�� �������� ����	���-���	�"� 
������������ ������	�

�� ��������. K�	������ ������ ���, ����� 
����������� �����-	��� �����������
�� 
�� �������� ����	���-
���	�"�, ����	
��� �� �� ����� �����������
�� � 
�� �������
-

�� � ���	�"� $�����. 

*$����
�� ��� ����	���-������ 
�$�
����� � ������ �����-
������� �	���
��. /����
��, ��� ������������ ���� �����. /�
�-
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��� ����� $���	 nr << ...,,1�  ���	��
�� ������ ��	�����	�
�� $��	� 
,j<  ���	� $��� ������������� ��� $��	� �1j, a2j, ..., arj ���	�"� xj. �	� 

������� ��	�����	�
��� akj ������	��� ��
���
�� 
kj

k

a
b  � ����� ���-

�� ���
 ��
���
�� �������� 
����
����, �������� 
ij

i

a
b . #���� 

�	���
� aij � ����� �����������. >�	� ��
���� ��
���
�� 
kj

k

a
b  

����������� ����� ��� 
����	���
 �
�$�
��
 k, �� � ��$����� i �� 
����� 	���� �� ���
 �
�$�
��. @�����
���� �����
��� ������ �
�-
��� � ���$��� 
�������� �	���
� �������	�. #����� �� �����
�� 
���� �������	 � ��	������ �������� ����������� �	���
� � ����-

�������� �� �	������� �����	��: ����
������� ������� k
kj

C
a
1  

�	� ���
 ��	�����	�
�
 akj � ������� 
����
���� �� 
�
 – � ����	� 
���� ��
���
�� �������, � ������� ������	��� ����. ��������, $�� 


����
���� ��	����� 1 .i
ij

C
a

 #���� � ��$����� ������������ �	�-

��
�� ������� aij. /�����
� ��
���, $�� ���� �����	�� ����� ���-
��������� �	���
�� ������	�
 ��
��
�$
�. ���������	�
�, ����� 

�������� r
rjj

C
a

C
a

1...,,1
1

1
 
� ����� ���� ���
�
, � ������
�� �	�-

$�� ��� ������ �����"� (cij) �����	��� �� ������"��
�	�
���,  $��  
���������$�� 
��������

���� ���� �����"�. 

@����� � ���������
�� ��� ���
 ������ � �rccC ...,,, 10<� . 
9��	� �$����
��� ���� ����	���-������ $��	�, ������� � ���-

����

�� $���� ���	�"�, ��
�$
�, ����
�����; � $���
����, ������ 
# ����
����� ������ �������� .C�  �������, $�� ��	� ��
��
�� ��-
��� ��	 ��	�����	�
��,  �� ����	
�����  �	������� ��������
��: 

1) 
���� ����� �
��� ����� ��	�����	�
��; 
2) 
���� ������ C�  ��
���, $�� ������ ������ #: 

.CC )�  
A� ���
 ��������
�� ����� ����� �� �	������� �������	������ 

������������ 
��� �������. @ ����� ��	�, ��	� ������ C � ���-
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��� ����� ���
�������, �� ��� ��
�$���, � $���
����, $�� �� 
� 
����� (���	� ���	���
 ����
� �����) ���
����� � ��
��
��� ��-
����. #�� ����� ��"��	���
�� ���	�$�
�, � ���"��� ���	� ��
�$-

��� $��	� ����� ��	��
 ����
$����� ������
��� ������	�
��� 
����
��. 

@����
��, ��� �����
���� �����������
�� ����	���-���	�"�. 
@����� ����������� �	���
� aij, �� ��
����� i-� ������ ���	�-

"� 
� 1 .
ija

 #���� �������, 

1 ,i i
ij

C C
a

� �  

� ��� ��� ,0,0 �� iij Ca  �� .0��iC  A� 	���� ������ ������ ��$�-
������ ���
������ ����
�� i-� ������, �������

�� � ����� ���$�-
���, $���� �	���
�, ������� � j-� ���	�"�, ������	�� � 
�	�. #�-
��� �������, 

);...,,1( ikrkC
a
a

CC i
ij

kj
kk ��
�� . 

>�	� ��� ���� ,0)kja  ��  0�
 i
ij

kj C
a
a

 � .0��kC  >�	� �� akj > 0, �� 

�
�
�

�
�
�
�

�

�� i

ij
k

kj
kjk C

a
C

a
aC 11 . 

/� � ��	� ��	���� 
� ����� ������������ �	���
�� ������, 
������

�� � ������
, ��	�����	�
: �	�������	�
�, .0��kC  +�� 
����������, $�� 
���� ����� ��	����� ��	�����	�
��. /���
�", 
�������, $�� 

,i
ij

j C
a

CC
<


��  

� ��� ��� � ��

�� �	�$�� ,0�j<  �� �� ��	�$�� ,CC )�  $�� � ���-
����	��� ��������. 



D���� ��������� ��������	����� �������, 
�� �������� ����-
���� ��	��� 
� ���
 ������: ��� ������$��� ��	�����	�
���� ��-

��
��� ������. /� ��� ������ ������: �������$
� ��������� � ��-

��
�� ����	���-���	�"� ������ �	������� $��	�: 

1 0 … 0 
0 1 … 0 
… … … … 
0 0 … 1 
0 0 … 0 

%���� �����"� (cij) – ���
�$
��, � ��� $��	� ���	��
�� ������ ���-

� 
�	�. #������ ������
�. 

@ ���	�$�
�� 
���
����� ���$���
��� ��� ��� �� ��������	�-
����,  $��  ����	���-�����  ������  �������� � ����
���� ����
��. 

>�	� 
� ���
��� ��� ��������	�����, �� ���
� ��$����� ������ 
� ��������. *��
 �� ����
 �	�$��� �����
 � 	��������� �� 	�
��
�-
�� �������������
�� � �����
 � ���������

�� 
��� ��
�� ����$�� 
� �����. '���$��������� ����� ��	�
� ��	� ��	�$��� 77 ����� ��-
��. l����	������ ����$� � �����
�
 	�
��
��� �������������
�� 
��	�$�	� 9 ����
�
�� � 86 
�������
���, �� ������
 9 ��	� ����	-

���	�
���. *�����	�
�� ����
��, ��
�$
�, ����	������	� ���� 
�������
��� ����$�. *�
���, �����	��� ����	���-����� ���� ��	��� 
����
��� ����
��, ������	�
�� ����� ��	�$�	� 	��� 9 ���	�$
�
 
����� ���� (���
�$
�� ����, ��������, �����

�� ��	���, �����-
��	�
�� ���	�, ��	�, ������� ��$�
�, �������, �����!�	� � ���
��). 
<�
�, $�� �����
�� ����� 
� ���	
� ����$�	� �� �������
��� ����� 
� ���
�������� ����. 9����	�
�� �����
���� ����$� ��	�
�, ����-
������, �$������� � ����� �������
��. 
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����� 9  

��
��Q @�
	������
��� 

§ 9.1. �/����# $!#���!����� /�$�(� 
������#,# %�#,������#!���& 

� ������ ����$�� 	�
��
��� �������������
�� �����
� ������ 
����$�, 
��������� ����
������� �� ��
���
�� � ��
��
��. �����-
��
�� ���$�
�� ��

�� ����$� � ��������

�� � 
�� ����, ��� �����-
	�,  �
�$���	�
� ��	���, $�� ���$�
�� ������ �� 
�
 � ����	�
����. 

1. �#����#!)� !/����# $!#���!����� /�$�( 

'��������� ������, ������������, ��� � ���	�
�� ���
���-
$����� �����"�� ����� ���
����� �����
� ��������

�� ����$� 
	�
��
��� �������������
��. 

/� 
�������� ����������� ���	� ����	
�
�� �������� �	�
� 
���
�� ������: ��� ��������� � ��������� �����? D���� ��������
 
���
������� �������	��� �� ��, $���� 
�	����� �� ����������� 
����� ������������ ����	�� ����������; ������ �� ����	���	� 
������� ����� «
� �����
�» �����-
����� 
���������� � 
�� ��-
��
���"��. A��	�����
�� ���
 ���
 ������
����� ����$�	� ����-
�������. @����, � �������� ����	� ����������, �����	�� 
����-
��

��. /� ������ $�� ��	����� �
 ��������
��, ����$��	�� 
��
��
�� ��

�� ����$�. 

�	� �������� ����� �$�����, $�� ������� ��� ���� ����� S1 � 
S2, ������� �������� ������	��� �����������

� 35 � 20 ���
�". A� 
����� ����� ���
� 
�	����� ������������ ���
 ����� �������: T1, 
T2, T3. *� ���	���"�� ���
�"� ������� ���� ������ ����� ��	�$�� 
�����	�: �� T1 – 7 ���., T2 – 6 ���. T3 – 18 ���. /���� ���
��� ��-
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��� 
� ������������ ������� T1, T2, T3 ������ � ��

��� � �����	� 
� ������
 ��������	�
� � ���	. 9.1. 
 #��	�"� 9 .1  

@��� 
������� 

S1 S2 9����	� 

T1 1 2 7 

T2 1 1 6 

T3 5 2 18 

%����� 35 20 – 

/�������, $��	� 5 � ���� ���	�"� ��
�$���, $�� 
� ������������ ��-

�� ���
�"� ������ T3 ���
������� 5 ���
�" ����� S1. 

9���	���� ������ �� 
���� ���	� �����������. 7�� ��� ����-
��	���, �� ��������	� ����
�	��������� ��� ������
����. 

9�� ���	�����
�� ������ ������
���� (
�	����� ������ ����-
��� T1, T2, T3) ���
����� ������ � ����� ����
%� �������. 9	�
 ��-
����� �������� ����� $��	��� x1, x2, x3, ��� xi – ��	�$����� ���
�" 
������ 3i, ������� �	����� ���������� (i = 1, 2, 3). /�������
�� x1, 
x2, x3 ��	�
� ����	�������� ��	����� 

 
�
�

�
�

�

 
 
 

,0
,0
,0

3

2

1

x
x
x

 (9.1) 

 
�
�
�

���
���

.2022
,355

321

321

xxx
xxx

 (9.2) 

9���
�� ����	 ������� 
�����
���� ������� (9.2). @ 	���� 
$���� ������
� ��	�$����� ����� S1, ������� ���
������� 
� ��-
���� x1 ���
�" T1, x2 ���
�" T2 � x3 ���
�" T3; ��� ��	�$����� 
� 
��	�
� ��������� ���������� ������ ����� S1, �.�. 35. E
�	���$-

�� ����	 ����� ������ 
�����
���� ������� (9.2). 

9����	� (���.), ������� ��	�$�� ����������� �� ���	���"�� 
�	�
� (x1, x2, x3) ������� �������, �����, �$����
�, ���
�: 

1 2 37 6 18 .f x x x� � �  
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@ �
������
 ����������� ��������������� ��� �����	�. �	�-
������	�
�, $���� 
��	�$��� ������� ����	������� ������ ���-
���
����, 
��
� ������ ����$� 	�
��
��� �������������
��: 

max'f   ��� ��	����
  (9.1),  (9.2).  /������ ��� ����$� ������� I. 

A��	����� ������ ������ ������
���� (������� ����� ������ 
����
���"��). %���� ���
����� ������, �� ����� "�
�� ������� ��-
���? *���
�$�� ��� "�
� y1, y2 (yi – "�
� ���
�"� ����� Si). '���-
������, ����	
�
� 
�����
���� 

 ,01  y  .02  y  (9.3) 

�������	���� �������
�� � "�
�� �� �����
� ���������� 
����������� ������� � �	�������: ��	� ����� �����, ������ 
� 
�������	�
�� ���
�"� ������ Ti (i = 1, 2, 3), �� ����$�� �� ��� ���-
���� ��	�
� ���� 
� ��
���, $�� �����	� �� ���	���"�� �������� 
����	�� (� ������
�� �	�$�� 
�� ����	� ��������� ����� – 	�$�� 
���������� �� 
��� ����� � ��	�$��� �� 
��� �����	�). +�� �����-
��
�� �������� � 
�����
����� 

 
�
�

�
�

�

 �
 �
 �

.1825
,6

,72

21

21

21

yy
yy

yy
 (9.4) 

/�������, ������ �� 
�����

�
 
�����
��� ��
�$���, $�� ��-
��$�� �� ������� ��
�� ���
�"� ����� S1 � ���
 ���
�" S2 (���

� 
����� ��	�$����� ����� ���
������� 
� �������	�
�� ���
�"� T1) 
� 
��
���, $�� �����	�, ������� ���	� �� ��	�$��� ����������� �� 
������� ���
�"� ������ T1, ��	� �� �
� ������	��� �� ���� ���-
���� ����� � ��
�	��� �������	�
��� �� 
��� ������� T1, T2, T3. 
E
�	���$
�� ����	 ����� ����	�
�� ��� 
�����
����.  

�����
 �������
�� � "�
�� y1, y2 �����������-�������" ����C-
��	��� 
� ������. D�� �� �������� ��������	�, �� �	� 
��� ���
��-
��

�� ����	�
�� ���	�$����� � �������
�� �� ��
����� ���
�-
��� 
� ������� �����, �.�. ��	�$�
� 

1 235 20 .y y� � �  
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�	�������	�
�, �	� �������	����� ����	�����
�� ������ ���-
���
���� 
���
����� ������ ����� ����$� 	�
��
��� �������-
������
��:  

min'� ��� ��	����
 (9.3), (9.4). 

/������ ��� ����$� ������� II.  
�	� ��	���� ��$��	������ ���������� !����	������ ����$ I � II. 

%���$� I %���$� II 

� ,0,0,0 321    xxx  (9.1)

�
�
�

���

���

,2022

,355

321

321

xxx

xxx
 (9.2)

321 1867 xxxf ��� . 

A� ���
 ����
�� ������� (9.1),(9.2) 
������� �����, �	� �������� 

f = max 

� ,0,0 21   yy  (9.3) 

�
�

�
�

�

 �
 �
 �

,1825
,6

,72

21

21

21

yy
yy

yy
 (9.4) 

21 2035 yy ��� . 

A� ���
 ����
�� ������� (9.3), (9.4) 
������� �����, �	� �������� 

� = min 

%���$� I � II 
��������� ����
�������� ���� �����. ����	, ��-
����� ��	��������� � ��� 
����
��, ������� � �	�������. 

1. >�	�  ������  ����$�  �����  �������  nm�  (m ����
�$�
�� � 
n 
�������
���), �� ������ – ������� mn� . #��, � ����$� I ��� ��-
��
�$�
�� � ����� 
�������
���, � � ����$� II – ��� ����
�$�
�� � 
����� 
�������
���. 

2. &����"� �� ���!!�"��
��� ��� 
�������
�
 � 	���
 $����
 
����
�$�
�� ����
 ����$ – �����
� ���
���
�����

��. #��, � ����-
$� I �����"� �� ���!!�"��
��� ��� x1, x2, x3 ����  

��
�

�
��
�

�
212
511

, 

� �� ����� ��� � ����$� II �����"� �� ���!!�"��
��� ��� y1, y2 ���� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

25
11
21

. 
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3. @ �����
 $����
 ����
�$�
�� � ������ ����$� ����� ���!!�-
"��
�� ��� 
�������
�
 � "�	���� !�
�"�� ������ ����$�. 

4. @ ����$� I ��� ����
�$�
�� ��������	��� ����� 
�����
���� 
���� � , ���$�� � ���� ����$� ��������� �����$� ��������� f. /�-
������, � ����$� II ��� ����
�$�
�� ���� 
�����
���� ����  , ���$�� 
��������� �����$� ��
����� �. 

* ���, ��� �������� ������	�

�� ���� «������������

��» ��-
���� (����� �� ���
 ������
����� �	� ���	���"�� �������� ����� �	�-
���� �������), ����� ��������
� ����
��, � § 9.4. E ���$�� ������� 
��������

�� ����$� I � II � ��	�� ����� !����, ����
�� � 
�
 ��
-
����
�� $��	� �����

��� ��	�$�
��� (���	. 9.2). 

 #��	�"� 9 .2  

%���$� I %���$� II 

� ,0,0,0 321    xxx  (9.5)

��

�
�
�

���

���

,
,
2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa

 (9.6)

.332211 xcxcxcf ���  
/���� max f 

��� ��	����
 (9.5), (9.6). 

� ,0,0 21   yy  (9.7) 

�
�

�
�

�

 �
 �
 �

,
,
,

3223113

2222112

1221111

cyaya
cyaya

yaya c
 (9.8) 

2211 ybyb ��� . 
/���� min � 

��� ��	����
 (9.7), (9.8). 

>�	� ������ � ���������
�� �����"�  

��
�

�
��
�

�
�

232221

131211

aaa
aaa

A  

�� ���!!�"��
��� ��� 
�������
�
 � ������� (9.6), � ����� �����-
"�-���	�"� 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

x
x
x

X , ��
�

�
��
�

�
�

2

1

b
b

B , ��
�

�
��
�

�
�

2

1

y
y

Y , 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

c
c
c

C , 

�� ��	�$�� ������ (�����$
��) !���� ������ ����$ I � II (���	. 9.3). 
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 #��	�"� 9 .3  

%���$� I %���$� II 

0 X  (9.9)

BXA �  (9.10)

maxTf C X� '  
��� ��	����
 (9.9), (9.10) 

0 Y  (9.11) 
TA Y C  (9.12) 

minTB Y� � '   
��� ��	����
 (9.13), (9.14). 

2 ��%�� ���� ����� ���� ������ �!��� ���� ������� ����
�-
������ ����� ��������� ����������������: ��� ���� ����$� I ����� 
����� �������	�
�� ������� ,nm�  � ����$� II – �����������

� 
������� .mn�  

2. 
��#!�#� ����!����!# $�& $!#���!����� /�$�( 

��#���� 9.1 (#��#!�#� ����!����!#). )�
�� X – %�%��-������ 
����
����� ��
���� ������ I (�.�. �!��� ��
���� 
�
���� (9.9), 
(9.10)), � Y – %�%��-������ ����
����� ��
���� ������ II (�!��� ��
���� 

�
���� (9.11), (9.12)). 3���� 
���������� �������
��� 

 � � � �YXf �� . (9.13) 

9����
���	�
� � �����

�� ��
�� ����$�� �������� 2�3 � 3�2 

�����

�� 
�����
���� ��
�$��� 

2211332211 ybybxcxcxc ���� . 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  A���� BAX � , ������ �	����� 
� � TT BAX �  �	� TTT BAX � . K�
���� ��� $���� ����� 
�����
���� 
������ 
� �����"� 0 Y 1, ��	�$�� � �T T TX A Y B Y�  �	�, ����� ��-
��"�����
���� ��
���
�� �����", 

                                                        
1 9��	� ��
���
�� ����
 $����� ����
�
�� 
� �����"� Y   0 �
�� 
���-

��
���� ��
��
�����: ���������	�
�, ����
�$�� 	���� � ������ $���� ����-
�������

� $���� P � Q, ����� �����  P   Q $ P – Q   0 $ (P – Q)Y   0 $ 
PY   QY. 
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 � � � �.T T TX A Y B Y Y�� �  (9.14) 

E
�	���$
� ����� ;CYAT   ��
���� ��� $���� �	��� 
� ���-

��"� ,0 TX  ����� ����� 

 � � � �.XfCXYAX TTT �  (9.15) 

�����
�� ��� ��	�$�

�
 
�����
���� (9.14) � (9.15), ����� 
�������� 
 � � � �,YYAXXf TT ���  (9.16) 

������ � �	����� ��
��
�� 
�����
���� (9.13). %������, $�� ��	�-
$�

�� 
��� �����
� ����
�� 
�����
���� (9.16) ����� ����	���-
��
� ��	���.  

���$��!��  1 ($#����#(��� %��/��) #%�����;�#���). 1
�� 

��� %�%��-�� ����
����� ��
���� 
0
X  � 

0
Y  ����� I � II ���������-


� �����
��� 

 �
�
�

�
�
���

�
�

�
�
� 00

YXf � , (9.17) 

�� 
0
X  �
�� ����������� ��
���� ������ I, � 

0
Y  – ����������� 

��
���� ������ II. 
���������	�
�, �	� 	����� ����������� ����
�� X ����$� I 

����� ���	��
� 
�����
���� (9.13) 

� � �
�
�

�
�
��

0
YXf � , 

� �
�$��,  

� � �
�
�

�
�
��

0
XfXf , 

$�� � ���������� ������	�
���� .
0
X  E
�	���$
� ������������ ��-

����	�
���� .
0
Y  
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���$��!��  2. 1
�� � ����� �� ����� I � II ������� (��%��� �� ��-
�������� 
 
������
���!��� 
������ (�.�. 1�fmax  � ������ I 
��� 
1��min  � ������ II), �� ������ ������ �� ����� ����
��-
��� ��
����. 

���������	�
�, �����, 
�������, 1�fmax  � ����$� I. >�	� �� 

����������	� ���������� ����
�� 
0
Y  ����$� II, �� ����� (9.13) ��� 

$��	� f(X) (��� X – 	���� ���������� ����
�� ����$� I) ��	� �� 

����
�$�
� ����
� ��
�� � ��� �� $��	�� ,
0
�
�
�

�
�
�Y�  $�� ���������-

$�� ��	���� .max 1�f  

§ 9.2. @#%#������;��� �!�$���& 
# �������� �������� ����!����! 

�	� ��������	����� ��
��
�
 ������ ������ ��������

���� 

���
����� ��	����� 
��� ���
�
�� � �������
 	�
��
�
 
���-
��
��� � ��������������
 �� ��������$����
 ��C����
: �����	�
 
�
������

�
 ��	����
. 

*�������� � ���"��	�
��� �	���� �����	�
 �
������

�
 
��	����� – ��� 
��������� ����%��� ������������ %���
��. 


%��$������.  9����  

 saaa ���� ,,, 21  (9.18) 

– ������� �������� � �������
���� �n. &
������� ���
 �������� a�  
���� 

 1 1 2 2 ,s sa a a a� � �� � � �
� � � ��  (9.19) 

��� s�� ,,1 �  – ����� ����
� 
�����"���	�
�� $��	�, ����� 
���-
���� %�����
%�� ������%�� ������� (9.18) � ����
�$��� 

.,,1 saaK ���  

��#���� 9.2. '����
��� saaK ��� ,,1  ������
� ����%��� 
������������ ����
��! � .n�  
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� � � � � � � � 	 � � � � � .  7�����
��� ������� (9.19) ���
� ����-
�������

� 

 

,
....

,
,

2211

22221212

12121111

snsnnn

ss

ss

aaax

aaax
aaax

���

���
���

����

����
����

�

�
�

 (9.20) 

��� ai1, ai2, …, ain – ������
��� ������� ia�  (i = 1, …, s). >�	� ����-
���� � ����
����� (9.20) ��	���� 
�����"���	�
���� 

 ,0,,0,0 21    s��� �  (9.21) 

�� ��	�$�

�� ������� (9.20), (9.21) ����
�
�� � 
�����
��� ����� 
������	��� � �������
���� n s��  � ������
����� snxx �� ,,,,, 11 ��  

�������� �
������� M; �$����
�, $�� saaK ��� ,,1  ���� �����"�� 
����� �
������� 
� ������
��
�� �	������� n�  (� ������
����� 
x1, …, xn). /� �
������� M, ����$� ����

�� � ������� ������� 
(9.20), (9.21) 	�
��
�
 ����
�
�� � 
�����
���, � � ��
�$
�� �$��� 
� ������� 	�
��
�
 
�����
��� (���� 	���� ����
�
�� b = 0 
���
� ����
��� �������� �� ���
 
�����
��� b   0 � b � 0), ��	���-
�� �����	�� �
������

�� �
�������� �n+s. 9� ������� � �����-

"��
 
�
���� ������, $�� �
������� saaK ��� ,,1  ���� �����	�� 

�
������

�� ��	���� � �n. #������ ������
�. 

@ ��	�
����� ����� 
������� �
������� saaK ��� ,,1  ����%-
��� ������������ %���
��. 

%������, $�� � ������� �
�	���$
�
 ��������
�� ����� ���� 
������
� �	������� �������. 

��#����. 2���%��� ������%� Conv(A1, …, As) ��
%���%�� ����% � 
n-������ ���
����
��� ������
� ����%��� ������������ ����
��!. 

K���
���� ������ ��
� ���
�� �������� �����	�
 �
������
-

�
 ��	�����, 
��������� ��������
��!. 

��#���� 9.3 (#* #�$����#���). )�
�� K – ����%��� �����-
������� ����
�� � �n � b

�
 – ��%���, �� ������������� K. 3���� 
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���
����� ��������
%�
�� � � ,, ��xc ��  
����� ������!��� ��%-

��� c�  �� �����
��� K, �.�. � � �)xc ��,  ��� �
�� Kx#�  � � � ., ��bc
��  

'��. 9.1 �		��������� �����"��, �����

�� � ������� (����� L 
����
�$��� ������	������� � � ��xc ��, ). 

 

K 

L 

b 

 
���. 9.1 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  &
������� K �� ��	���� ����
� � n�  

�������� �������� 	�
��
�
 
�����
���. #�� ��� ,Kb 5

�
 �� ��� 

bx
��

�  
��� �� ��
� �� ���
 
�����
���, ������ � � ,, 	�xp ��  
� ��-
��	
�����; �	�������	�
�, �����  

 � � ., 	�bp
��  (9.22) 

B�����	������� � � 	�xp ��,  ����	��� ������ c�  �� K, 
��� � 
� � 
������� ����	�, ��� ��� �	� ���
 Kx#�  �� ����� � � ,, 	�xp ��  � �	� 

������� b
�

 ����� � � ., 	�bp
��  9������, $��, ����
�� 	 
�������� 

$��	�� �, �� ��	�$�� ������	������� � � ,, ��xp ��  
����� ����-

	����� ������ b
�

 �� K. 
*���
�$�� $��	� � �bp

��,  $���� �; �� (9.22) �	����� � > 	. @���-
��� �����-	��� $��	� �, �����, $�� � > � > 	0*�	� 	����� Kx#�  
����� � � ,, �	 )�xp ��  � ��� ��� � > �, �� � � ., ��bp

��  #������ ������
�.  
�	����� ��������, $�� ������� �� ����	������ �������	��� � � 

��	�� ����� �	�$��: ������ �����	�� �
������

�� ��	���� K ���
� 
����� 	���� �����	�� ���%����! ��	���� D � �n (����	 �����
� 
«����
����» ����� ��C��
�
 � ����� ��������$������ �
�	��� (��. 
������ $���� �$��
���)). 
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§ 9.3. ��#���� # ���$��!�&� ������� ����!����! 

'��������� ������� 
�����
��� 

 

�
�
�

�
�
�

�

�

�
�

,0
...
,0
,0

2

1

sf

f
f

 (9.23) 

��� f1, …, fs – ����� ����
� !�
�"�� �� n ������

�
 x1, x2, …, xn. 


%��$������.  +������
��� 

 f � 0 (9.24) 

��������
� �����
�
�� 
�
���� (9.23), �
�� �!��� ����� �����-
��� x1, x2, …, xn, �����������!��� 
�
���� (9.23), ������������� 
� �������
��� (9.24). 


%��$������.  )�
�� ���� 
�
���� �������
�� (9.23) � 
��
�� �1, …, �s – %�%�� ������ ��������������� ��
��. +������-

��� 

011 ��� ss ff �� �  

��������
� ���
�
��
������ �
������ ����
���
�� ����-
���
�� (9.23). 

/�����
� ������, $�� 	���� 
�����
����, ��	������� 
�����-
"���	�
�� 	�
��
�� �����
�"��� 
�����
��� (9.23), ��	����� 
�	�������� (9.23). /�� �
�������� ������, � ����� ���� ���
� ��-
���
��, �.�. � ����
 �	�$��
 	���� �	������� ������� (9.23) ���� 

�����"���	�
�� 	�
��
�� �����
�"�� 
�����
��� (9.23)? 

��#���� 9.4 (T��)�"�). )�
�� ���� 
�
���� ���������� 
�������� �������
�� 

 

� �
� �

� ��
�
�

�
�
�

�

�

�
�

.0,
...

,0,
,0,

2

1

xa

xa
xa

s
��

��
��

 (9.25) 
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3���� �!��� �������
��� 

 � � ,0, �xa ��  (9.26) 

����!���
� 
���
����� 
�
���� (9.25), ����� ���� ����
�����-
�� %�% ��������������� �������� %��������� �������
�� (9.25). 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  '��������� �����	�� �
������

�� 
��
�� saaKK ��� ,,1�  � �n. &� ��	�
� ��������, $�� .Ka#�  

�������� ������
��, �.�. $�� .Ka5�  9� ������� ����	������ 
�� § 9.2 ���������� ������	������� 

� � ,, ��xc ��  

������ ����	����� ������ a�  �� ��
��� K, �.�.  

 � � �)xc ��,  �	� ���
 Kx#�  (9.27) 
� 
 � � ., ��ac ��  (9.28) 

#�� ��� K#0
�

 � � � ,00, �)�
��
  �� � – ��	�����	�
�� $��	�. 

K�������, $�� ������ c�  ����	�������� ������� (9.25). @ ���-
���
�� �	�$�� 
��� �� ��
� �� 
�����
��� ������� (9.25) 
� ��-
��	
����� ��� .cx ��

�  9����, 
�������, 

� � .0,1 �ca ��  

#���� ��� �������$
� ��	���� 	 > 0 ����� ����� � � �	 �ca ��,  �	� 
� � ,, 1 �	 �ac ��  $�� ���������$�� (9.27). 

9� ��	����, �	� 	����� ����
�� x�  ������� (9.25) ����� 
� � .0, �xa ��  �	�������	�
�, � � .0, �ca ��  /� ��� ���������$�� 
�����
-
���� (9.28), �����	���, �� ������

���, � – ��	�����	�
�� $��	�. 
9�	�$�

�� ���������$�� ���������� �������. 

�	� ������������ ������� 
�����
��� ������� �������	������ 
�����
�� �� ������� 
� ���
������. /�������, ��	� ��
� �����-
��, ��������� �� ��
��� 
�����
���� ,132 �� yx  �� 
�����
���� 

,532 �� yx  �����	��
�, ��	����� �	�������� ����� �������; � �� 
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�� ����� ��� 
�����
���� 
� ����������� � ���� 
�����"���	�
�� 
	�
��
�� �����
�"�� 
�����
���� .132 �� yx  


%��$������.  )�
�� ���� �������
���  

 f � a (9.29) 

� ��
�� 6 – ������������� ��
��. 3���� �������
��� 

* f � a + 6 (9.30) 

��������
� ��������
�� �������
��� (9.29) (��� ����������� 
��������
��� (9.29)). 

#����
 «��	��	�
��» �����
 ������, $�� �
������� ����
�� 

�����
���� (9.29) ��	����� $����� �
������� ����
�� 
�����
��-
�� (9.30). 

��#���� 9.5 (T��)�"� – ���)#!�)#,#). )�
�� ���� 
�-
���
���� 
�
���� �������� �������
�� 

 

� �
� �

� ��
�
�

�
�
�

�

�

�
�

.,
...
,,

,,

22

11

ss xa

xa
xa

�

�
�

��

��
��

 (9.31) 

3���� �
�%�� �������
��� � � ,, ��xa ��  ����!���
� 
���
����� 
�
-
���� (9.31), ������
� ���� ��������������� �������� %��������-
��, ���� �
��������� �������� %���������� �������
�� (9.31). 

� � � � � � � � 	 � � � � �  �������� 
� 4 !�����
��. 

T��,���� I . 9������, $�� � � 0, �xa ��  �
�� 
���
���� 
�
��-
�� � �� � �, 0; 1, ,ia x i s� �

� � � . 

���������	�
�, � ������
�� �	�$�� 
������� ����� ������ ,

�x  

$�� � � 0, �

�� xai  �	� ���
 i = 1, …, s, 
� � � .0, �


�� xa  9���� *x�  – �����-


����� ����
�� ������� (9.31). #���� ������ 
��� xxx ��� *  ��� 	�-
��� �   0 ����� ����
��� ������� (9.31), ��� 

� � � � � �

 ������� xaxaxxa iii ,,, ** �� ��� , 
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� ��� ��� ������ �	������� 
� ��	��� �i, � ������ 
� ��	��� 0, �� 

� �*, .i ia x x� �� �
� � �  

/� 
�����
���� � � ��xa ��,  ���� �	������� ������� (9.31); �
�$��, 

������ 
�� xx ��*  ����	�������� ����� 
�����
���� 

� � ,, * �� �� 
��� xxa  
������ 

� � � � ,,, * �� �� 
���� xaxa  

$�� 
�������
�, ��	� � � 0, �

�� xa  � � – �!��� ��	�����	�
�� $��	�. 

T��,���� II. 9������, $�� ��� �!��� t > 0 �������
��� 
� � txa ��
��

,  �
�� 
���
���� 
�
���� � �� � �sitxa ii ,,1;, ���
�� � . 

���������	�
�, ��	� ���� � �tx,
�

 ����	�������� ������� 

� �� � �,,,1;, sitxa ii ���
�� �  �� ������ x

t
y �� 1
�  ����	�������� ������� 

� �� � �,,,1;, siya ii ���
�� �  � �
�$��, ����	�������� � 
�����
���� 

� � ��ya ��,  �	� � � txa ��
��

, . 
A� ������

�
 !�����
��� I � II �������� �	�������. 

T��,���� III. � � txa ��
��,  �
�� 
���
���� 
�
���� 

� � � �
�
�
�
 

��
.0

,,,1,
t

sitxa ii ���
�

 

���������	�
�, �� ������

���, 
��� ��������
�� ���
� ��� 
��� t = 0, ��� � ��� t > 0. 

T��,���� IV – �������
�� ��������	����� �������. 
K�������
�� III ���
� ����!����	������� ���: 

���������� �������
��� � � 0, �
 txa �
��

 �
�� 
���
���� ���������� 

�
���� 

� � � �
�
�
�

�

��


.0
,,,10,

t
sitxa ii ���

�
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9����
�� ������� l������, ����
����, $�� ���������� ����� 

�����"���	�
�� $��	� �1, …, �s, �s+1, $��  

,1,0,,, 1111 
�
��
�
 �

�����
ssss aaa ������  

��� ������ tx,
�  ��
�$��� ������ �� 1,n��  ������ n ������
�� ����-

���� �������� ������ ,x�  � ���	��
�� ������
��� ���� $��	� t. 9�-
�	��
�� ����
���� ������	�
�
� ����: 

 ,
1
"
�

�
s

i
iiaa ��

�  (9.32) 

 111 �



�
 sss ������ � . (9.33) 

'���
���� (9.33) ���
� �������� ���: 

 111 ����� sss ������ � . (9.34) 

*$����
�, ����
���� (9.32), (9.34) � �$���� 
�����"���	�
���� ���
 
$���	 �1, …, �s, �s+1 ���������� �������. 

#������ l������ – &�
�������� 
����� ���
�� �����
�
�� � 
�	������� § 9.4. � �����
�
��� ������� l������ �� ���������� 
�� ������ $���� �$��
��� ��� ���������
�� �������� �����	��� 
�������������
��. 

§ 9.4. 
��#!��& ��#���� $!#���!���#��� � �� ���$��!�& 

��#���� 9.6 (#��#!��& ��#���� $!#���!���#���). 1
�� �����-

��� ���� �� ����
������� ����� I ��� II, �� �����
��� � ������, 
������ max min .f ��  

� � � � � � � � 	 � � � � � .  '��������� ��������$
�� ��������
-

�� ����$� 	�
��
��� �������������
��: ����$� I � ����$� II. �	� 
�������
�� ������� ����� �$�����, $�� ����$� I ����� �������  
2 � 3 (��� ����
�$�
��, ��� 
�������
�
), ����$� II – ������� 3 � 2 
(���	. 9.4).  
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 #��	�"� 9 .4  

%���$� I %���$� II 

��

�
�
�

���

���

,
,
2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa

 (9.35)

�
�

�
�

�

 
 
 

,0
,0
,0

3

2

1

x
x
x

 (9.36)

.max332211 '��� xcxcxcf  

�
�

�
�

�

 �
 �
 �

,
,
,

3223113

2222112

1221111

cyaya
cyaya

yaya c
 (9.37) 

�
�
�

 

 

,0
,0

2

1

y
y

 (9.38) 

.min2211 '�� ybyb�  

9���� ����$� I ��������� � � �






321 ,, xxxX �  – �� ������	�
�� 
����
��.  >�	� X  –  	���� ���������� ����
�� ����$� I,  �� ����� 

 



332211332211 xcxcxcxcxcxc ����� . (9.39) 

/�����
���� (9.39) ��	�����, ����� �������, �	�������� 
���-
��
��� (9.35), (9.36), �.�. �	�������� ������� 

 

�
�
�

�

��
�

�

�

���
���

�

�

�


.
,

,0
,0
,0

2323222121

1313212111

3

2

1

bxaxaxa
bxaxaxa

x
x
x

 (9.40) 

9� ������� l������ – &�
�������� 
�����
���� (9.39) ��	����� 
	��� 
�����"���	�
�� 	�
��
�� �����
�"��� 
�����
��� (9.40), 
	��� ��	��	�

�� 
�����"���	�
�� 	�
��
�� �����
�"��� 
���-
��
��� (9.40). @ ������ �	�$�� ��� ��
�$��� ����������
�� 
�����-
"���	�
�
 $���	 






21321 ,,,, yy��� , ����
, $�� 

 
1 1 11 2 21 1

2 1 12 2 22 2

3 1 13 2 23 3

,
,
,

y a y a c
y a y a c
y a y a c

�
�
�


 � � �

 � � �

 � � �


 
 



 
 



 
 


 (9.41) 
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� ����� 
 






3322112211 xcxcxcbyby ���� . (9.42) 

@� ������ �	�$�� ������ (9.42) ��	�
� ����	
����� ����
���� 

 





3322112211 xcxcxcbyby ����� 6 , (9.43) 

��� 6 – ��	�����	�
�� $��	�. 

A� (9.41) �	�����  

,
,
,

3232131

2222121

1221111

cayay
cayay
cyaya

 �
 �
 �













 

�.�. ������ � �





21 , yyY �  ��	����� ���������� ����
��� ����$� II. @ 
���� �$�����, �� (9.42) � (9.43) �	����� 

�
�
�

�
�
���

�
�

�
�
� 



XfY� , 

$�� � �����
�
�� � ��
��
�� 
�����
����� �(Y)   f(X) �	� ������-
��

�
 ����$ ���� 

 �
�
�

�
�
���

�
�

�
�
� 



XfY� . (9.44) 

9�	�$�

�� ����
���� ��
�$���, $�� 


Y  ���� ������	�
�� ����-


�� ����$� II. 9�����
�� ������
�� � (9.44) ��������� ��������	�-
���� ��
��
�� �������. 

K����� 
�������� �	������� ��
��
�� �������. 
9����� ����� �������, $�� ������	�

�� � § 9.1 ����������-

��

�� ������ – ����� �� ���
 ������
����� �	� ���	���"�� ��-
������ ����� �	����� ����	������� – ����� 
������

�� �����: 
	����. ���������	�
�, ����
���� �minmax �f  ��
�$���, $�� ���-
����	�
�� �����	�, ������� ���
� ��	�$��� �� �������	�
�� �� 
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�������� ����� ������"�� T1, T2, T3, ��������� � ����$��� �� ���-
���� ����� «
� �����
�». 

@ ��$����� �	������� ���������� �������� ������	�
����. 

��#���� 9.7 ()������� #%�����;�#���). )�
�� X



 � Y



 – ��-
��
����� ��
���� ������ I � II (
������
������). &�� ���� ���-

�� X



 ���� ����������� ��
����� ������ I, � Y



 – ����������� 
��
����� ������ II, ���������� � ��
������� ���������� �����-

��� 

 .f X Y�� � � ��� � � �
� � � �


 

 (9.45) 

���������	�
�, ��	� X



 � Y



 – ������	�
�� ����
��, �� 

max ,f X f� � �� �
� �



 min ,Y� �� � �� �

� �



 � ����
���� (9.45) �������� �� ��
��-


�� �������. *����
�, ��	� �������	��� (9.45), �� ���	��
� �	��-

����� I �� § 9.1 ����
�� X



 � Y



 ������	�
�. 
������ �	�������� �� ��
��
�� ������� ��	����� ����	���-


��, 
������ 
����
�� «������� ���
������». 9����� $�� ��� 
�!����	�������, ������ ��� 
��������� �����%�. +�� ���
���� 
����� 	����� � ������� $������ ����
�$�
��, ����

�
 � !���� 
(9.6) � (9.8) � ���	. 9.2. >�	� ����$� I ����� ������� nm�  � X – 
	���� ���������� ����
��, �� ��������������� ��� 
������  
�����: 

"
�


�
n

iii bxay
1

~
	

		     (i = 1, 2, ..., m). 

E
�	���$
� ��������� 
������ �	� ����$� II:  

"
�


�
m

jjj cyax
1

~
�

��     (j = 1, 2, ..., n). 

*$����
�, ��� ,0~ �iy  � ��� .0~  jx  >�	� �����-	��� �� 
������ 
���
� 
�	�, �� ��������������� �� ����
�$�
�� ���������� � ��-
��
����. 
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��#���� 9.8 (��!�#!���&). )�
�� X � Y – ����
����� ��
�-
��� ����� I � II. &�� ������������� ����������
�� ���� ��
���� 
���������� � ��
������� ���������� �����
�� 

 0~ �jj xx    (j = 1, 2, ..., n), (9.46) 

 0~ �ii yy    (i = 1, 2, ..., m). (9.47) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  7�� �� ��� �
���, �	� ������	�
���� X 
� Y 
���
����� � �������$
� ����	
�
�� ����
���� � � � �YXf ��  
�	�, ��� �	����� �� (9.16), ��
������

�� ����	
�
�� ���
 ��-
��
���: 
 XTATY = f(X), (9.48) 
 XTATY = �(Y). (9.49) 

'�������� ���������
�� XTATY �� �����	� ��
���
�� �����", 

�����, $�� �
� ��������	��� ����� $��	�, ���
�� ����� ���
 $�-
��	 ���� ijji yxa . 9���� ����$� I ����� ������� ,nm�  ����� ����
-
���� (9.48) � (9.49) ������ ���: 

 1 1 2 2
,

... ,ij j i n n
i j

a x y c x c x c x� � � �"  (9.50) 

 1 1 2 2
,

... ,ij j i m m
i j

a x y b y b y b y� � � �"  (9.51) 

��� � �
��� ���������
�� �
���� i ���
����� �
�$�
�� 1, ..., m, � 
�
���� j – �
�$�
�� 1, ..., n. 

%������ (9.50) ��-�������: 

0...2211 ���
�

�
��
�

�

����

�

�
��
�

�

���

�

�
��
�

�

 """

i
ninin

n
ji

i
jji cyaxcaxcyax  

�	�, $�� �� ��, 

 .0~...~~
2211 ���� nn xxxxxx  (9.52) 

E
�	���$
�� ������� ��������� � ����
���� (9.51):  

 .0~...~~
2211 ���� mm yyyyyy  (9.53) 
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A���, �	� ������	�
���� ����
�� X � Y 
���
����� � �����-
��$
� (��
������

��) ����	
�
�� ����
��� (9.52) � (9.53). 

K$������, $�� �	������� nn xxxx ~...,,~
11  � (9.52) ����� ���
 � 

��� �� �
�� (��� ��� 0 jx  � ��� ),0~  jx  ���
���� � ���	�$�
��, 
$�� ����
���� (9.52) ������	�
�
� ������� ����
��� (9.46); �
�	�-
��$
� ����
���� (9.53) ������	�
�
� ������� ����
��� (9.47). #��-
���� ������
�. 

9���
�	������� ��	���� ������	�
���� (9.46) � (9.47). *$�-
���
�, (9.46) ���
� �������� � �	������� !����: 

 
,00~
,0~0

�$�

�$�

jj

jj

xx

xx
 (9.54) 

� ��	���� (9.47) � �
�	���$
�� !����:  

 
.00~
,0~0

�$�
�$�

ii

ii

yy
yy

 (9.55) 

+�� ��
�$��� �	�������: �
�� � ����������� ��
���� ����� 
�� ����
������� ����� ���� �� %�������� ������� �� ����, �� 
��� �!���� ������������ ��
���� ������ ������ 
������
�-
��!��� �����%� ����� ���!; �
�� ��� ������������ ��
���� ��-
��� �� ����� %�%��-���� �����%� ������� �� ����, �� ��� �!���� 
������������ ��
���� ������ ������ 
������
���!��� %����-
����� ����� ���!. 

��

�� ��������
�� ����
��	����� ������
�� ���
������ ��-
��� ����$��� I � II: ��	� � ��
�� ����$� 
�$�� ��	�$
� �� 
�	�, �� 
� ��������

�� ����$� 
�$�� ���
� 
�	�. *����� 
����
�� “�����-
�� ���
������”. %������, $�� (9.54), (9.55) 
������� ����� �
��-
����� �������!��� ����
�%�
��. 

K�	���� (9.54), (9.55) ����� ������� ���
���$����� ����	. 
*�������� � ������������

�� ����$� �� § 9.1. 9�����	����, $�� 
�	� 
��������� ������	�
��� ����
�� X ����$� I � 
��������� 
�-
���� i (1 �	� 2) ����	
����� ��	���� 0~ �iy  �	�, $�� �� ��,  

1 1 2 2 3 3 .i i i ia x a x a x b� � )  
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+�� ��
�$���, $�� ���
�� ����� Si ������ ��
��� ��� ������ – 
����� Si 
� ��	����� ��!�"��
��. @ ���� �	�$��, ���	��
� (9.55), 
�� ��	�
� ����� yi = 0, �.�. ������
�� "�
� ����� Si ��	�
� ���-

����� 0. &� �����, $�� ��	�$�
� yi ��������� � ��	� “���� ��!�-
"��
����” ����� Si. *����� � 
����
�� �	� ��	�$�
 yi (�����
�
� 
������	�
��� ����
�� ��������

�� ����$�) – ����
������� ��-
��. A
���� �
 ����� 
������� ��\�%����� ���
���������� ����-
%���. 

9���
�	������� ��� ��� �����"�� � 
���!�"��
�� ������. 
9���� ���
 �� ����� �����, ������ S1, �����	�� 
���!�"���
, �.�. 
�	� 
��������� ������	�
��� ����
�� X ����� 

11 1 12 2 13 3 1.a x a x a x b� � )

 
 


 

9�������	����� �$����
��, $�� � ���� �	�$�� ���	�$�
�� ����-
�� ����� S1 
� ��	�
� ��������� �	��
�� 
� �����	�, �.�. 
� max f. 
����� ����
���
�� ������ ���	�$�
�� � ������� ������� ���
�-
�����. 

9���� Y



 – 
�������� ������	�
�� ����
�� ����$� II. ����� �� 

�������, $�� 1 0 :y �



 � ������
�� �	�$�� �� ���	� �� ���	��
� 

(9.55) ,0~
1 �y  �.�. 1 2 311 12 13 1,a x a x a x b� � �


 
 

 ������� ������	���
��. 

����� ������ b1 �������
�� ;01 �&b  ����
�

�� � ����	����� ���-
�� ����$� I � II ����
�$�� I &  � .II&  9���� M � &M  – �
������� 
���������
 ����
�� ����$ I � I &  (�����������

�). #�� ��� ��� 
����
��� �� ����$� I � I &  ��
����� (���	�$�������) 	��� ������ 
$���� � ��
�� �� ����
�$�
�� � �111 bbb &�' , �� ��
�, $�� 

.&% MM  <�
� �����, $�� &��� MM  (��� ����
 ��
������ � ����-
����

�� ����$��), ��� ������� ����
�$�
�� � ����$�
 II � &II  

��
� � �� ��. *����� ���
�, $�� ����
�� X



 � Y



 ��	�����  
����������� �	� ����$ I &  � .II&  ��	��, � ����
���� ��  
����$ I � II � ����$�� I &  � &II  ��
����� 	��� ��
� �� 
������: 

2 3111 12 13 1a x a x a x b� � 


 
 


 ������������ � 1 3211 12 13a x a x a x� � 
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� �1 1 ,b b
 � &  � �
�$��, �������� ��	�$
�� �� 
�	�. &���� ��� 1 0.y �



 

�	�������	�
�, �	� ���������
 ����
�� X



 � Y



 ����$ I &  � &II  

�������� � ��	� ��	���� (9.54) � (9.55). #�� ����� X



 � Y



 ����� 
������	�
��� �	� ����$ I &  � .II&  K$������, $�� ��� ����
��� �� I 
� I &  "�	���� !�
�"�� f 
� ��
�����, 
�
���� 

max f f X� �� � �
� �



, 

(�	� I) 

max f f X� �� � �
� �



, 

(�	� I & ) 

�.�. max f 
� ��
����� � ����
���� �� ����$� I � ����$� I ,&  $�� � ���-
����	��� ��������. 

A���, �
�� %�%��-���� 
���� Si ����(������, �� ���������� ��-
��
� ����� 
���� �� �������� �������� max f (�������). /�����
� 
������, $�� � ���
���
�� ������ Si �� ������	�

��� ����
�� 
� 
�	���� 
� �����	�, � ���

� �� ��
 ���, ���� ����� Si �������� 
�-
��!�"��
��. 

'��������� � ���	�$�
�� ����� ������. 9����	� z = max f ��-
����� � $��	� ���$��� �� b1 � b2 (�������). 9���� ��� ��	�� ����-


�
�� ������-�� �� ������� bi, 
������� b1, ������ Y



 �������� ��-
��
��� ��������

�� ����$� (� $���
����, ��� �����, ��	� ����� S1 

���!�"��
�). � ����� ��������� ��
����� ��	�$�
� z = max f 
(�����	�) ��� ����
�
�� b1?  

K$������, $�� ��
������

� min�z �, ����� ����� 

1 21 2 ,z b y b y� �

 


 

� � 211 1 2 ,z z b b y b y� & � � & �

 


 

������ �	�����  

11 .z b y& � & 
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*����� ����� ����� ����
����: 1
1

,d z y
d b

�



 �.�. ��������

�� 

�"�
�� ��������� ��� 
%���
�� ��������� �������. @ $���
����, 
��� ��
�$���, $�� ����������� max f �� b1 ��	����� 	�
��
��. >�� 
��� ���$���
��, $�� ��� ���	�$�
�� �������	��� ��� ��	���� 
�-
����

���� ������	�
��� ����
�� ��������

�� ����$�. 

§ 9.5. ���������� $!#���!���#��� 
! #$�#%�#$�)�#!#� /�$�(� 

A��$�� ��
������������ �
�	�� ���������

�� ��
�� ����$� 
�� ����	�����
�� ��������. @
�$�	� ����� ����� �����
���� ��-
��$�, ���	� $��� 
� $��	���� ������� �������, ��� ������� ���-

������ �����	��� ��	�$��� ����
�� ������ ����$�, ����	���� 
����
�� ��������

�� ����$�. %���� ���
���� � ������ �	�$�� � 
���$�� ����������� ������� ������"�� �� ������ ����	������
 
��������. *������, $�� ����� ����������� ���$
� 
��������� ���-
�����
������� (��%����. 

9�����	����, $�� 
�������� �����������, ������������ ��
�-
���
�� ������"��, ����� � ���"���� ������������ ����	������� � 
���	�$
�
 ��

�	����. 9���� � – $��	� ���
������
 ��������; bi – 
������
�� 
� ������ �	�
�����
�� ��	�$����� ������� i  
(i = 1, 2, ..., m); xj – �
��
���
���� �����
�
�� ��

�	���� j (j = 1, 2, 
..., n). @ ��
����
�
 ����$�
 ����� �
��
���
���� ����� �	�����: 
��	�$����� ���������

�� �� ��

�� ��

�	���� ������"��,  
�	���	�
���� �����
�
�� ��

�	����, $��	� ��
���
 ����$�
 � �.�. 

9�����	���� �����, $�� ������� zij ������� i ��� ������ �� 
��

�	���� j 	�
��
� ������� �� �
��
���
���� �� �����
�
��: 

zij = �ij xj, 

��� aij – ��	�$����� ���
�" ������� i, ���
������
 ��� ����	���-
��
�� ��

�	���� j � ���
�$
�� �
��
���
�����.  

������� ����
�$�
�� �� �������� ����� ��� 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

. . . . . .
... .

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

� � � ��
� � � � ��
�
�
� � � � ��

 (9.56) 
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7���� ����, ����	
����� ��	���� 
�����"���	�
���� 

 .0...,,0,0 21    nxxx  (9.57) 

@����� ������"�� f �������� 

nn xqxqxqf ���� ...2211 , 

��� qj – ��	�$����� ������"��, ������������ ��� ���
�$
�� �
-
��
���
���� �����
�
�� ��

�	���� j. #���� �������, �� ���
�-
��� � �	������� ����$� 	�
��
��� �������������
��: 

 f'max ��� ��	����
 (9.56), (9.57). (9.58) 

'���
�� ����$� (9.58) ��	�
� ���� ����� 
� ������: � ����� �
-
��
���
����� �	����� ����	������� ������ �� ��

�	����, $���� 
�������� �������	�
��� ������� ������"��?  

%������, $�� � �	�$��, ����� �
��
���
���� �����
�
�� ��

�-
	���� ���������� ��	�$������ ���������

�� �� ��

�� ��

�	�-
��� ������"��, �����: .1...21 ���� nqqq  9�����	����, $�� ��� 
���!!�"��
�� aij  
�����"���	�
� � �	� ������ ��

�	���� j = 1, 
2, ..., � 
��� �� ���
 ���!!�"��
� aij � 0. 9��	��
�� ��	���� ��
�-
$���, $�� �� 
� ������������� ��

�	����, ������������ ������-
"�� �� 
�$���. +��
 ��������

�
 ������	���
�� �������$
� �	� 
������������ ����$� (9.58). ���������	�
�, ��-�����
, �������-
��� �
������� 
� �����, ��� ��� ������� 
�	���� ����
��  
� = (0, 0, ..., 0), ��-�����
, �� ����
�$�
�� (9.56) � (9.57) �	�����, 

$�� 
ji

i
i a

bx � , ������� "�	���� !�
�"�� ����
�$�
�. '����������� 

������ �	����� �� ������� 7.1 § 7.2. 
%������ ����
�$�
�� ��������

�� ����$�: 

 

�
�

�

�
�

�

�

 ���

 ���

 ���

,...
..........

,...

,...

2211

22222112

11221111

mmnmnn

mm

mm

qyayaya

qyayaya

qyayaya

 (9.59) 

 .0...,,0,0 21    myyy  (9.60) 
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9���� ....2211 mm ybybyb �����  #���� ��������

�� ����$� 
����� ��� 
 '� min ��� ��	����
 (9.59) � (9.60). (9.61) 

>�	� ����$� (9.61) ��������� ��	�� ������� ����
��, $�� 
���-
��������

�� ����
�� ����$� (9.58), �� �	� ����
�� ����$� (9.58) 
����� ����	 �����	��������� �������� ���
������. 9���		�����-
���� ��� ���� 
� �	������� �������. 

������ 9.1. 9���� �����������, ����������� ��
����
�� 
������"��, ����� ����	������� $����� ��

�	����, �����
�
�� 
������
 �����
� � ���
���� ���
 ��������. %������ �������� aij 
� 
���
�"� ������"�� �����
� � ���	. 9.5. 

 #��	�"� 9 .5  

 j = 1 j = 2 j = 3 j =4 

i = 1 
3

1
 

4

1
 

6

1
 

8

1
 

i = 2 
6

1
 

4

1
 

3

1
 

2
1

 

9���� xj – ��	�$����� ������"��, ���������

�� �� ��

�	�-
��� j. /����� ������ ),,,( *

4
*
3

*
2

*
1 xxxxX �( , �	� �������� ������ 

������"�� f = x1 + x2 + x3 + x4 �������	�
 ��� ��	����, $�� $��	� 
������
�
 ���
�" ������� i (i = 1, 2) ���
� bj. 

�	� ��

��� ������� ����� ����$� (9.58) ����������� ��� 

 

� �
�
�
�

�

�
�
�

�

�

� 

����

����

,4,3,2,10

,
2
1

3
1

4
1

6
1

,
8
1

6
1

4
1

3
1

24321

14321

jx

bxxxx

bxxxx

j

 (9.62) 

f = x1 + x2 + x3 + x4'max, 
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� ����� ����$� (9.61) 

 

�
�
�
�
�
�

�

��
�
�
�
�

�

�

  

 �

 �

 �

 �

,0,0

,1
2
1

8
1

,1
3
1

6
1

,1
4
1

4
1

,1
6
1

3
1

21

21

21

21

21

yy

yy

yy

yy

yy

 (9.63) 

'�� 2211 ybyb� min. 

9����� ����
�� ����$� (9.62) ������
�
� ���, $�� ���������� 
�
������� ������� �� ���������� b1 � b2. @ �� �� ����� � ����$� 
(9.63) ���������� �
������� 
� ������� �� ���������� b1, b2, � ��-
�� ����$� ��������� ����
�� ���!�$����� �������. 

9���� 1
~x , 2

~x , 3
~x , 4

~x , 1
~y , 2

~y  – �$��������� � ������� ���-

������ 
������ ����$ (9.62) � (9.63): 

,
8
1

6
1

4
1

3
1~

143211 bxxxxy 
����  

,
2
1

3
1

4
1

6
1~

243212 bxxxxy 
����  

,1
6
1

3
1~

211 
�� yyx  

,1
4
1

4
1~

212 
�� yyx  

,1
3
1

6
1~

213 
�� yyx  

.1
2
1

8
1~

214 

� yyx  
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9������� 
� ������
��
�� �	������� y1, y2 �	������� $����� 
������: 

1
~x = 0, 2

~x = 0, 3
~x = 0, 4

~x = 0. 

A��

� ��� ������ (������ � ������� y1 = 0 � y2 = 0) ����
�-
$����� ���������� �
������� ����$� (9.63). *�����	�� �	� ���-
��� ������, � ����� �����
� �� 
�� �����	���
� ���������� �
�-
������, 
�
���� ��� �
������� � ��� ��	���� ��$��: 8(0; 6),  
2(2; 2), #(4; 1), D(8; 0) (���. 9.2). 

y2

	

B
C

y1D

4
321

 

���. 9.2 

'���
�� ����$� (9.63) ��	�$��, ���������� �
�$�
�� "�	���� 
!�
�"�� � � ��	���
 ��$��
 A, B, C, D. A���� 

� � � � � � � �� �min min , , ,A B C D� � � � �� �  

 = min {6b2, 2b1 + 2b2, 4b1 + b2, 8b1}. (9.64) 

@ �	�$��, ����� b1 = 0, ����� min� = 0. #����� ������	����, 
$�� b1 � 0, � ��������� (9.64) � �	������� ����: 

 min� = b1min {6t, 2 + 2t, 4 + t, 8}, (9.65) 
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��� �� ��	���	� 2

1

.bt
b

�  �	� ���� $���� ���$
��� ����������� 

min� �� �
�$�
�� ������
�� t, �������� ���!��� ��

�
 	�
��
�
 
!�
�"�� (���. 9.3). 

1 2 3 �(t)*

4 8 

4 

t 
2 

4 2 0,5 
 

���. 9.3 

A� ����
�� ���
�, $�� ������
�� �	� ��
����� "�	���� 

!�
�"�� ������� �� ������
�� 
1

2

b
bt �  �	������� �������: 

 

� �
� �
� �
� ��

�
�

��
�

�

��
����
����

���

�

.4,8
,42,4

,25,0,22
,5,00,6

min

1

21

21

2

tbD
tbbC

tbbB
tbA

�
�
�
�

�  (9.66) 

A� ���. 9.3 
�����������

� ���
�, $�� � ������ ������
�� t 

��	�
 ��������� 	���
��, ����	�

�� ���
��, ���
�������. @ 
$���
����, !�������� b1, ����� b2 ������"��
�	�
� t, ��� $�� ��� 
����
����
���� ��
��
����. #���� �������, �� ������	�, $�� ��� 
!��������

�� b1 � ���	�$�
��� b2 
��	�
 ���!���  

Q = min� = max f 

���
�������. +��� !��� ������������ ������ �����
����� � 
���
���$����� ������ �����: 
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$����� �� �������������� ������ ��
��
� �����
���
� ��� 
���������� %�����
��� ��
������ ������ ������� ��
��
�, �
�� 
�
������� ��
��
� �
��!�
� ��
��������. 

'��������� �����

���� 
�
����
�� ������	�
��� ����
�� 
��
��
�� ����$� (9.62) 
� �������
. 

1. 9���� �	� ������	�

���� b1 = 3, b2 = 1. #���� �� (9.66) ����� 

min�*�*�(0, 6) = 6. 

A� ���. 9.2 ���
�, $�� ��$�� 8 
� ���
��	���� ������ 2
~x  = 0, 

3
~x =0, 4

~x  = 0 � y2 = 0. �	�������	�
�, �	� AY �*  �����: 

0~
2�x , 0~

3�x , 0~
4�x , 0*

2 �y . 

9� ������� ���
������ ��	�$��� ��	���� ������	�
���� �	� 
����������� ����
�� ����$� (9.62): 

x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0, 2
~y = 0, 

������� ���
� ���������� � ���� �	������� ������� 	�
��
�
 
����
�
��: 

��

�
�
�

���

�

.0

,1
6
1

432

1

xxx

x
 

*��
$���	�
� ��	�$�� 

max f = f(6, 0, 0, 0) = 6 = min �*�*�(0, 6). 

2. '��������� ������ �	�$��, ����� b1 = b2 = 1. #���� �� (9.66) 
����� 

min �*�*�(2, 2) = 4. 

#�� ��� ��$�� B 
� ���
��	���� ������ ,0~
4�x  y1 = 0, y2 = 0, �� 

�	� BY �*  �����  
,0~

4�x  ,0*
1 �y  .0*

2 �y  

A� ������� ���
������ ��	�$��� ��	���� ������	�
���� �	� :*X  
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�
�
�

�

�
�
�

�

�

�

���

���

.0

,1
3
1

4
1

6
1

,1
6
1

4
1

3
1

4

321

321

x

xxx

xxx

 

@������ �1 � �3 $���� �2, ����� 

�
�
�

��
�

�


�


�

.
2
12

,
2
12

23

21

xx

xx
 

K$������ 
�����"���	�
���� ������

�
 x1, x3, ��	�$�� �
�����	 
����
�
�� x2:  0 � x2 � 4. #���� �������, � ���� �	�$�� 

� �2,2min40,
2
12,40,

2
12max 222 �� ����

�
�

�
�
� 
��
� xxxff . 

E
�	���$
� ����������� � ����	�
�� �	�$��. 

§ 9.6. @��,#� $#)�/����;��!#  
#��#!�#� ��#���� $!#���!���#���.  
���#$ #$�#!������#,# ��"���&  
%��� $!#���!����� /�$�( 

'��������� �
��� �����
� ��������

�� ����$� I � II. &���� �
 
����
���� ����������, ��� �� �
���, �����, ���������� ����
��-
��� max f = min �.  

@ ���������	�
���� ��� ����� 
��
��� �	����. *����������, 
$�� ����	���-�����, �����
�

�� � ��
�� �� ����$, ��������$���� 
������ � ������. 

�	� ��������� �
��� ����� �$�����, $�� ����$� I ����� ������� 
2�3, � ����$� II – ������� 3�2. 9��������� ��� ���$
�
��. 
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1. 9��������� ��� ����$� ��� ����$� 
� 
�
����
�� ��
�����, 
�	� $��� �������� � ����$� I �� !�
�"�� f � !�
�"�� F = 
f. /���-

�" (����	 ����� ���
�� ���
 ����
��), ������ � ������
�� �	� f � 
� 
�������� ������
�� $	�
 d; ����� � ������
�� �	� F �������� 
������
�� $	�
 
d. 

A���, ����� ��� ��������

�� ����$�. %������ �
 � ���	. 9.6, 
�
�	���$
�� ���	. 9.2. 

 #��	�"� 9 .6  

%���$� I %���$� II 

� ,0,0,0 321    xxx  (9.67)

�
�
�

���

���

,

,

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa
 (9.68)

 

.min332211 '



� xcxcxcdF  

� ,0,0 21   yy  (9.69) 

�
�

�
�

�

 �

 �

 �

,

,

,

3223113

2222112

1221111

cyaya

cyaya

cyaya

 (9.70) 

.min2211 '��� ybybd�  

2. 9���������� ��� ����$� � ��
�
�$�����, ����� ����	
���	�-

�� (��	�
�����) ������

��: x4, x5 �	� ����$� I � y3, y4, y5 �	� ����-
$� II. @ ����� ������� ����
�$�
�� ������ ��� (���	. 9.7). 

 #��	�"� 9 .7  

�	� ����$� I  �	� ����$� II 

�
�
�




�




�

,

,

32322212125

1321211114 3

xaxaxabx

xaxaxabx
 (9.71)

�
�

�
�

�

��
�

��
�

��
�

.

,

,

22311335

22211224

22111113

yayacy

yayacy

yayacy

 (9.72) 

>�	� � ������� (9.71) $��	� b1 � b2 
�����"���	�
�, �� ������
-

�� x4 � x5 �������� � ���� ������� ���������� �����. E
�	���$
�, 
��	� 1 0,c
   2 0,c
   3 0,c
   �� ������

��, y3, y4, y5 �������� ��-
�������� ����� � (9.72). D���� 
� ��������� ���� ��	����� 
�����-
"���	�
���� ������
�
 $	�
��, �������� 
� 
�������� ����� ��
�-
��� ����������� ������, �
�� ��	���� 
�����"���	�
���� ������
�
 
$	�
��. #���� ���
� �$�����, $�� ������

�� x4, x5 – 
��������� �� 
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����, ����� �
��� ����� $��	� b1, b2, –c1, 
c2, 
c3, – ��	����� �����-

��� �	� ����$� I, � ������

�� y3, y4, y5 – �����
��� �	� ����$� II. 

3. &���� ������

��� ����
 ����$ ���
� ����
����� ��������

�� 
������������. '���������, 
�������, ������

�� x4, ��	������� ��-
���
�� � (9.71). @ ������
�� 31321211114 xaxaxabx 


�  ���!!�"�-
�
�� ��� ������
�
 ������

�
, �.�. $��	� –a11, –a12, –a13, 	��� �
����� 
��	�$����� �� ���!!�"��
��� a11, a12, a13 ��� y1 � (9.72). @ ������������ 
� ���� ����� �$�����, $�� ������

�� x4 ������������� y1. E
�	���$
�� 
�������, ��	� �����, 
�������, ������

�� y3, ��	������� �����
�� � 
(9.72), �� ���
� ������, $�� � �� ������
�� $���� ������
�� ������
-

�� ���!!�"��
�� ��� ���	��
�
 	��� �
����� ��	�$����� �� ���!-
!�"��
��� ��� x1 � (9.71); ������� �$�����, $�� ������

�� y3 ���������-
���� x1. 

@ ����� ����
��	����� �	������� ������������:  

4 1,x y'  5 2 ,x y'  3 1,y x'  4 2 ,y x'  5 3,y x'  

��� ������� �����
�� ������

�� ��
�� ����$� ����$��� ���-
���
�� ������

�� ������. J���� �$����� ������������ �����
�� 
� ������: 

 

3

1

y

x
�       

4

2

y

x
�       

5

3

y

x
�       

1

4

y

x
�       

.2

5

y

x
�   (9.73) 

K���
��	�

�� ������������ ����� ������

��� �����	��� �	�-
������ ������� �
�������������� 
���� ����� �������� I � II. 

1. 9���� xi – �����
��, � xj – ������
�� ������

�� � ����$� I; 
����� �� ����$��� (�����������

�) ������

�� yk � yl � ����$� II:  

 xi (�����
��)  xj (������
��) 

 �  �  

 yk (������
��) yl (�����
��)  
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#���� ���!!�"��
�, � ������� xj �
���� � ������
�� �	� xi, 
	��� �
���� ��	�$����� �� ���!!�"��
��, � ������� yk �
���� � 
������
�� �	� yl: 

...... ��� ji xx 	 ,  ...... �
� kl yy 	  . 

2. ������
�� $	�
� � ������
��
 �	� �����
�
 ������

�
 
��
�� �� ����$ ���
� ���!!�"��
��� ��� ��������������
 ���-
���
�
 ������

�
 � "�	���� !�
�"�� ������ ����$�. 

3. ������
�� $	�
 � ������
�� �	� F $���� ������
�� ����-
��

�� 	��� �
���� ��	�$����� �� ������
��� $	�
� � ������
�� 
�	� ]. 

�������	��� �	������� ����	���
��. 
?%������� ��
� 
���� (��. 1, 2, 3) ����� ����
��� ����� I � II 


��������
� ��� 
����
������� ������� ����
�� � ���� �������. 
9���
�� ���. 9���� � ����$� I ������������, 
�������, �	�-

������ ����
� ������:  

1 4 ,x x=  

�.�. ������

�� x1 �� ������
�
 ����������� � �����
��, � ����-
��

�� x4, 
�������, �� �����
�
 ����������� � ������
��. '���-
������, �	� ��������	�
�� ����� ����
� 
���
�����, $���� ��	� 

11 0.a �  @ ���� �	�$�� ������
� � ����
� 

3 1.y y=  

@���	�

�� �������� ����	���
�� ��
�$���, $�� ���	� ��������-
	�
�� ����
 ���	�����

�
  ����
 ����� ����� �������� ����$ I � II, 
�����

�� � ��	���
��
 1, 2, 3, 
��������
�. 9��������	��� $�����	� 
��������� � �������	������ ����� ����	���
��, ����	
�� ���������-
������ �����������
�� 
�� �������� ����$ I � II. 

9�����	���� ������, $�� � ��
�� �� ������ (9.71), (9.72) ���-
���
�� $	�
� � �����
 $����
 
�����"���	�
� (���

� ��� � ��-
����	� ��	� � ������������

�� ����$� �� § 9.1, ��� ��	� b1 > 0 � 
b2 > 0). 9����, 
�������, ,01  b  .02  b  #���� � ����$� I ���
� 
�-
����������

� �����
��� ����	���-�����. A�
��
�� ����	���-
���	�"� (���	. 9.8) ����� ����� ��� 
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 #��	�"� 9 .8  

J����
�� 

�������
�� � F 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x4 b1 a11 a12 a13 1 0 

x5 b2 a21 a22 a23 0 1 

F –d c1 c2 c3 0 0 

%������, $�� ��������������� ���	�"� �	� ����$� II ����� ���� 
������	�
� ��
��� �� ���	. 9.8 ��������$���� 
� ��
���
�� �������-
����� (9.73) � �����	 1, 2, 3; �
� ��������� ��� ���	. 9.9. 

 #��	�"� 9 .9  

J����
�� 

�������
�� � � 

������
��
$	�
� 

y1 y2 y3 y4 y5 

y3 –c1 –a11 –a21 1 0 0 

y4 –c2 –a12 –a22 0 1 0 

y5 –c3 –a13 –a23 0 0 1 

� d –b1 –b2 0 0 0 

*�
��� �	����� ����� � ����, $�� ���	. 9.9 
� �������	�
� ��	�-
���� ����	���-���	�"�� � ��	
�� ����	�, �����	��� $��	� –c1, –c2, 
–c3 
� �������	�
� ��	��� �	� ���
� 0. 

A���, ����� ������ ����	���-������� ����$� I. 9��	� ���� 
����� ������ � ������	�
��� ����
��. @ ���	�$���	�
�� ���-
�	���-���	�"� ��� $��	� ���	�"� ������
�
 $	�
�� (�����, ����� 
����, ���	��
��� $��	�) 
�����"���	�
�, � ��� $��	� ������ F 
(�����, ���� �����, ������� $��	�) 
���	�����	�
�. /� ����� 
� 
��
���
�� �����	 1, 2, 3 ����� ���	�$���, $�� � ��������������� 
���	�"� �	� ����$� II ��� ������
�� $	�
� 
�����"���	�
�, � ��� 
$��	� ������ � 
���	�����	�
� (�� �����

��� ���	�$�
����). 
+�� ��
�$���, $�� � ����$� II ����� ������
��� ������	�
�� ����-

��. 9�� ����, �����	��� $��	�, ������� 
� ������$�
�� ���	�"� 
������
�
 $	�
�� � ������ �	� "�	���� !�
�"��, � ����
 ���	�"�
 
��	�$����� 	��� �
����, ���
���� � ���	�$�
��, $�� 

�minmin 
�F  �	�, $�� �� �� �����, ,minmax ��f  $�� � ���������� 
��
��
�� ������� ��������

����. 
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9����
� �� ��	�$�	� �	������� ����� ��
������

��� ��-
��
�� ���� �����
� ��������

�
 ����$ I � II. )������� ��� ��-
���� % %�������
%��� ���� � �
����������� 
������
���� ����� 
����������� ����� �����. &���� ��
��� 
 ������! 
�����%
-
������ �� �� ���� �����, ��� 
�������� ����� � ���������� ��� 
����
��� ������
���� �������������� (������������
�, ��� ��-
�� �� ����� ��%�� 
���
���� ��������). I� ��
������ 
�����%
-
������� �������� 
���%� ��� ������� (��%���. 1
�� ��
��, 
���-
��� � ���, ������� 
� �������, ����� 
 ���������������� ���%�-
��, � ����� ��
����������
� 
������
����� ����� ����������� 
����� �����, �� ������� ����������� ��
����  ����
������� ��-
����. )����� �� ��
�� � �%������� 
���%� ���� �
%���� ������� 
������� (��%���. 

������ 9.2. 9���� � ����	����� ����
�� ����$� I ��	�$�
� 
�	������� ����	���-���	�"�. 
 #��	�"� 9 .10  

J����
�� 

�������
�� 

������
�� 
$	�
� 

x1 x2 x3 x4 x5 

x1 1 1 4 –1 0 3 

x4 7 0 –6 –5 1 6 

F 150 0 –2 –3 0 –1 

9�����	���� �����, $�� ������������ ����� ������

��� ���-
�
 ����$ ����� ��� (9.73). /� ��
���
�� ���
 ��

�
 ������� ��-
��
�� ����$� II. 

�	� ����� 
�� �������$
� �
��� 	��� !�����
� ���	. 9.10: 

  x1 x2 x3 x4 x5 

. . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . 

F 150 0 –2 –3 0 –1 

K$������ ������������ (9.73), ��	�$���, $�� ������	�
�� ��-
��
�� ����$� II �����  

y3 = 0, y4 = 2, y5 = 3, y1 = 0, y2 = 1, 

���$�� 
.150minmin 
�
� F�  
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§ 9.7. ����������(��� $!#���!����� /�$�(� 

#�� 
��������� �	������� ��� ����$� 	�
��
��� ���������-
����
��: 

%���$� L %���$� M 

�
�
�

 
�
0X

BXA
 

max'XC T  

CYAT   

min'YBT  

*� ��������������
 ����$ I � II § 9.1 (�����$
�� !���� ������ 
����$ (���	. 9.3)) �
� ��	�$����� ���, $��: 

�)  ��� ����
�$�
�� � ����$� L ����� ��� ����
�
��, � �� ����� 
��� � ����$� I ��� 
�����
����; 

�)  � ����$� M ����������� ��	���� 
�����"���	�
���� 
���-
����
�
; ����� �������, 
�������
�� � ���� ����$� ����� ���� 	�-
���� �
���. 

�	� ������
�� ������� ����� �$�����, ��� � � § 9.1, $�� ����$� 
L ����� ������� 2�3. A���: 

%���$� L %���$� M 

�
�
�

���
���

,
,

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa

 (9.74)

01  x , 02  x , 03  x , (9.75)

.max332211 '��� xcxcxcf  (9.76)

�
�

�
�

�

 �
 �
 �

,
,
,

3223113

2222112

1221111

cyaya
cyaya
cyaya

 (9.77) 

.min2211 '�� ybyb�  (9.78) 

@����	������� ���, $�� 	���� 	�
��
�� ����
�
�� 
bxaxaxa ��� 332211  ����� ���� ����
�
� ������	�
�
�� ��� ���-

����� �� ���
 
�����
��� bxaxaxa ��� 332211  � 
bxaxaxa  �� 332211  , �.�. �������� ���� 

�
�
�


�



���

.
,

332211

332211

bxaxaxa
bxaxaxa

 

9����	�� ����� ����
� � ������ �� ����
�
�� (9.74), ������� 
����$� L � �	������� ����: 
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%���$� I 

�
�
�

�
�
�

�


�



���


�



���

,
,

,
,

2323222121

2323222121

1313212111

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 

,01  x  ,02  x  ,03  x  

.max332211 '��� xcxcxcf  

��������

�� ����$� (§ 9.1) ����� ����� ������� 3�4. *���
�-
$�� 
�������
�� � ���� ����$� u1, v1, u2, v2. A���: 

%���$� II 

�
�

�
�

�

 
�

 
�

 
�


,
,

,

3223222113113

2222222112112

1221221111111

cvauavaua
cvauavaua
cvauavaua

 

,01  u  ,01  v  ,02  u  ,02  v  

minl 22221111 '
�
� vbubvbub  

�	�, $�� �� �� �����: 

%���$� II 

� � � �
� � � �
� � � ��

�

�
�

�

 
�

 
�

 
�


322231113

222221112

122211111

cvuavua
cvuavua
cvuavua

, 

01  u , 01  v , 02  u , 02  v , 

� � � � minl 222111 '
�
� vubvub . 
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>�	� ���������� ����
�� ����$� I, �� � ��	� ������� ��������

�-
��� ���������� � ����
�� ����$� II, ���$�� max f = min l. 

����
���� ����$� M � II, �� ����$���, $�� �
�, � ���
����, ��-
����	�
�
�. @ ����� ��	�, ��	� y1, y2 – �����-	��� ����
�� ����$� 
M, ��, ���� 	���� 4 
�����"���	�
�
 $��	� u1, v1, u2, v2, ����	�-
��������
 ��	����� 

 1 1 1,u v y
 �  2 2 2u v y
 �  (9.79) 

($��, �$����
�, ������
�), ��	�$�� ����
�� ����$� II. /�������, 
��	� u1, v1, u2, v2 ���� ����
�� ����$� II, �� $��	� y1, y2, 
����

�� 
�� !����	�� (9.79), ���� ����
�� ����$� M. &� ���
����, ����� 
�������, � �	������� �������, ������� ��	�����, �� ��������, ��-

�� �� �����
��� ������� ��������

����. 

��#���� 9.9. 1
�� ������ L ����� ��
����, �� ������ M 
��%�� ����� ��
����; ��� ���� max min .f ��  

@ ���	�$�
�� ������ ����� �����
���� �����
� ��������
-

�
 ����$, ����� ������� ����
�$�
�� ��	�$��� ��� ����
�
��, ��� 
� 
�����
����. 

%���$� I %���$� II 

,AX B�  (9.80) 

1 0,X   (9.81) 

max.Tf C X� '  

,TA Y C  (9.82) 

1 0,Y   (9.83) 

min.TB Y� � '  

%���� ������	�������, $��: 
1.  @ ������� (9.80) 
�������� ����
�$�
�� ��	����� 
�����
-

������ (���� � ), � 
�������� – ����
�
����. @����� Y1 ��	����� 
$����� ������� Y; 
�������
�� yi �
���� � Y1 ����� � ��	��� �����, 
����� i-� ����
�$�
�� � ������� (9.80) ��	����� 
�����
�����. 

2.  ������� (9.82) ����� ������� �� 
�����
��� (����  ) � ����-

�
��. @����� 91 ��	����� $����� 9; 
�������
�� �j �
���� � 91 ��-
��� � ��	��� �����, ����� j-� ����
�$�
�� � ������� (9.82) ��	����� 

�����
�����. 



#������ ��������

���� (�����) ����������, $�� �
�� �����-

��� ������ I, �� �����
��� � ������ II, ������ max f = min �. 

������ 9.3. >�	� � ��$����� ��
��
�� ����$� ����� 

�
�

�
�

�

�
�
�
�
�


��
�


,265
,35432
,1432

532

54321

54321

xxx
xxxxx
xxxxx

 

01  x , 02  x , 03  x , 
max,27 5421 '�
�� xxxxf  

�� ��������

�� ����$� ����� 

�
�
�

�

��
�

�

�

�



��


 �

 ��

 �

,265
,114
,0534
,123
,72

321

21

321

321

21

yyy
yy

yyy
yyy

yy

 

01  y , 02  y , 
.min23 321 '��
� yyy�  

D���� ������ ���, $�� ��������

�� ����$� ������ �����, $�� 
��
��
��. 
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����� 10  

���
@ ������X\�� =��@���
�  
� ��
 ����
_���Q 

§ 10.1. ���#$ ������;"�� )!�$���#! 

'��������� ������� 	�
��
�
 ����
�
�� 

 

�
�
�

�
�
�

�

����

����

����

.
...........
,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

�

�
�

 (10.1) 

9�����	����, $�� ������� (10.1) ��	����� ����	������ �������$�-

����� ���	�����
��, � ������ 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

x
�

2

1

 – ����	������ ������$����
 


��	���
��. @ ����� �	�$�� ���
� ����������, $�� !����$����� 
��

�� � ������������ ������?  

>�	� ������ � ��	����� ����
��� ������� (10.1), �� ��� ��
�: 
��

�� ������������ ������. #���� �	�$��, ��
���, �����$����� 
�����. 9������ �$�������, $�� ��	�$�

�� ��

�� � 
� ���������-
�� ������, ��	� ������ � ��	����� 
��� �� ����	���

�� ����
�-
�� ������� (10.1). 

K��$
�� ����	 ����	���

��� ����
��. /������ i-� ������� 
������� (10.1), �����

�� � �������� �, �	������� ���
����: 

ei = (ai1 x1 + ai2 x2 + ... + ain  xn) – bi. 
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*����� S(x) ���� ������� (10.1) ���
� ������	���, �� ����-

�� ����, ��
�� �� ���
 ��������: 

 � � 2 2 2
1 2 ,nS x e e e� � � ��  (10.2) 

 � � 1 2 ,nS x e e e� � � ��  (10.3) 

 � � � �1 2max , , , .nS x e e e� �  (10.4) 

9���� !�
�"�� ������ S(x) ����
� ��
�� �� !����	 (10.2), 
(10.3), (10.4) �	� ��� �����-	��� �������. 9������	�
�� ������ � 
�$������� ������������ ��
����� ������� (10.1), ��	� �����

�� 
� 
�� ������ S(x) 
� ������
���� ����
�� ����

��� �����$������ 
�
�$�
�� 6%�. /�����
� ������, $�� ����	���

�� ����
�� �����-
�� (10.1) �������� � ������
�� ��$�� ,*x  � ������� !�
�"�� S(x) 
���
����� 
����
���� �
�$�
�� (�.�. ��$�� ��
�����).  

���������	�
�, ����� ��$�� ��
����� *x  ��� 
����
�. #���� 
������
� ��� �	�$��: 

1) � � ;*
%�xS 6�  

2) � � .*
%�xS 6�  

@ ������ �	�$�� *x  ���� 
��	�$��� ����	���

�� ����
�� – 
����$� ����
�. @� ������ �	�$�� ������� (10.1) 
� ����� ����	�-
��

�
 ����
��. 

E	������ ������ ��$�� ��
����� ��������

� ������� �� ���� 
!�
�"�� S(x). +��� �	������ ��	����� 
����	�� �������, ��	� S(x) 
����
� !����	�� (10.2), $��, ������
�, ��C��
��� ��	���� ����-
	��
���� ������	�
�� ������ ������� ���

� !����	�� (10.2). 

'������ �������
�� %�������� 
��������� ������ ����
�� 
������� (10.1), ��
���

�� 
� 
�
����
�� ��$�� *,x  � ������� ����� 
��������� ������ (10.2) ���
����� 
����
���� �
�$�
��. *��$
� 
�	� 
�
����
�� ��
����� !�
�"�� S(x) ��$��	����� �� ��������-

��. *�
��� ����� ���
�� 
� ��	����� ���
����

� ������
��. /��� 
�� ����� ��������$����� �
��������"�� !�
�"�� S(x) � 
����� �� 
��$�� ��
�����, 
� ��
��� �� ����� 	�
��
�� �	�����. 

'��������� �
�$�	� �	�$��, ����� $��	� ����
�
�� � = 3, � 
$��	� 
�������
�
 n = 2. 9�������� ������� (10.1) � ������
�� 
���� 
 �181 + �282 = B, (10.5) 
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���  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

31

21

11

1

a
a
a

A ; 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

32

22

12

2

a
a
a

A ; 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

3

2

1

b
b
b

B . 

*�����	�� ������ ������ ������� (10.5): 

11 1 12 2 11

2 21 1 22 2 2 1 1 2 2

3 31 1 32 2 3

.
a x a x be

e a x a x b x A x A B
e a x a x b

� 
� �� �
� �� �& � � � 
 � � 
� �� �

� � � �� 
� � � �

 

A� ������	�
�� ������� ������ & �	�����, $�� 

� � .22
3

2
2

2
1 &���� eeexS  

9���� C = x1A1 + x2A2 – 	�
��
�� �����
�"�� �������� 81 � 82, 
��������������� ������� x = (x1, x2). #���� ������ ������ & ���-

� ����������� ��� 

.C B BC& � 
 �
			�

 

�	�������	�
�, � � 2&�xS  – ��� ������� �������
�� ����� ��$���� 
B � C.  

9���� 9 – �	������� � 3,�  ��������� �� ���
 ��$�� C ����  
C = x1A1 + x2A2, � *B  – �����"�� ��$�� B 
� �	������� 9. �	� ��$�� 
��
����� );( *

2
*
1

* xxx �  !�
�"�� S(x) ��$�� 2
*
21

*
1 AxAx �  ��	����� 

��$��� �	������� 9, �	� ������� ������� �������
�� �� B ��	����� 

����
����. �	�������	�
�, ��$�� 2

*
21

*
1 AxAx �  – �	������� � B 

��$�� �	������� 9. 9������ *
2

*
21

*
1 BAxAx ��  – �����"�� B 
� 9. 

A� �	���
���
�� ��������� ������
�, $�� ������ (BB  �����
-
����	���
 �	������� 9. *����� �	�����, $�� ���	��
�� �������-

��
�� �
�
��

�
� (BBA ,1  � �

�
��

�
� (BBA ,2  ���
� 
�	�. /�
���� 

� � � � � �BAxAAxAABBA ,,,, 12211111 
���
�
��

�
� ((( , 
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� � � � � �BAxAAxAABBA ,,,, 22221122 
���
�
��

�
� ((( . 

�	�������	�
�, ������ );( *
2

*
1

* xxx � , �	� �������� ����� ��������� 
������ S(x) ��
���	�
�, ����	�������� ������� 	�
��
�
 ����-

�
�� 

 
� � � � � �
� � � � � �

1 1 1 1 2 2 1

1 2 2 2 2 2 2

, , , ,

, , , .

A A x A A x A B

A A x A A x A B

� ���
�

� ���
 (10.6) 

'��������� ������ ������� (10.1) � ����� �	�$�� (m � n – ���-
����	�
�� $��	�). 9���� 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

21

22221

11211

 

– �����"� ���!!�"��
��� ������� (10.1). 9���� Ai (i = 1, 2, ..., m) – 
i-� ���	��" �����"� A � B – ���	��" ������
�
 $	�
��  
������� (10.1). 9������

�� ���� ��������
�� �����	��� 
������	�����, $�� 
��	�$��� ����	���

�� ����
�� *x  ������� 
(10.1) ��	����� ��$
�� ����
��� ������� 

 
� � � � � � � �
� � � � � � � �

� � � � � � � ��
�
�

�
�
�

�

����

����
����

,,,,,

,,,,,
,,,,,

2211

22222221

11221111

BAxAAxAAxAA

BAxAAxAAxAA
BAxAAxAAxAA

mnnmmm

nn

nn

�
���������

�
�

 (10.7) 

�
�	���$
�� ������� (10.6). 
����� �	������$����� ��������	����� ����� ��������
��. '��-

������� �����"� 838. >� �	���
���� ��	����� ���	��
�� �����-
����
�� ����� �����"� 83 
� ���	�"� �����"� A. #�� ��� ������ 
�����"� 83 – ��� ���	�"� �����"� A, �� �	���
���� �����"� 838 
��	����� ��� ������
�� ���	��
�� ���������
�� ���	�"�� �����-
"� A ���� 
� �����. *����� �	�����, $�� �����"� ���!!�"��
��� 
������� (10.7) ��������� � �����"�� 838. '��������� ������ 832. 
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>�� ������
����� ��	����� ���	��
�� ���������
�� ����� �����-
"� 83 (�.�. ���	�"�� A) 
� ������ B. �	�������	�
�, ������ ������-

�
 $	�
�� ������� (10.7) ��������� � �������� 832. A���, �����-
�� (10.7) � �����$
�� ������ ����� ��� 

 .BAAxA TT �  (10.8) 

��#���� 10.1. 1
�� 
������ ������� A ������� ������
���, 
�� 
�
���� (10.8) ����� ����
������� ��
���� *x , � ��� ��
���� 
������
� ����
������� ���%�� �������� (��%��� � � 2BAxxS 
�  – 

���� %�������� �
���% 
�
���� (10.1). 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  9�����	���� �
�$�	�, $�� �����"� 838 ��-
�����
�. #���� �	� 
��������� 
�
�	����� ������� y ����� ATAy = 0. 
*����� (ATAy, y) = (Ay, Ay) = 01. 9������ Ay = 0, $�� ��
�$��� 	�-

��
�� ����������� ���	�"�� �����"� A. +�� ���������$�� ��	�-
��� ������� 10.1, �	�������	�
�, �����"� 838 
��������
�. 9�-
����� *x = (ATA)–1ATB – ���
����

�� ����
�� ������� (10.8). 

9���� C = x1A1 + x2A2 + ... + xnAn – �������	�
�� 	�
��
�� ���-
��
�"�� ���	�"�� �����"� A. �	� �������-���	�"� x = (x1, x2, ..., xn)

T 
����� C = Ax. 9���� .** AxB �  �������, $�� ���	��
�� ���������-


�� �������� (BB  � CB(  ���
� 
�	�. ���������	�
�, �(CB  
,AyAxAxBC �
�
� ((  ��� *.y x x� 
  ��	��, 

� � � �� ��
�
��
�
��

�
� 
((( BBAAAAAyBAxAyBBCB TT 1

,,,  

� �� � � � .0,,
1

�
�
�



BABAyBABAAAAAy TTTTTT  

�	� �������� �������
�� �� B �� C ��	�$��� 
�����
���� 

� � ��
�
��

�
� ���� (((( CBBBCBBBBCBCBC ,,

2
 

,,,2,
222

(((((((((  ���
�
��

�
���

�
��

�
���

�
��

�
�� BBCBBBCBCBBBCBBBBB  

                                                        
1 %���� �� ����	�����	� ��������� (ATx, y) = (x, Ay). 
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������� ��
�$���, $�� *B  – �	������� � B 	�
��
�� �����
�"�� 

���	�"�� �����"� A. #�� ��� 
2

*0 ,B C B C( � 2 �
				�

 �� ���	��
�� ��-

	�$�

�� 
�����
���� ��	����� ������� �	� .*BC �  �	�������	�-

�, ** AxB �  – ��� ���
����

�� �	������� � B ��$�� ���� 8�. �	� 
�������
�� ��������	����� ������� 10.1 ����	��� 
����
���, $�� 
S(x) – ��� ������� �������
�� �� ��$�� Ax �� ��$�� B. 

§ 10.2. ���������� ���#$� ������;"�� )!�$���#! 

&���� 
����
���
 ��������� ������ ����	������� ��� �
�	�-
�� ��������$����
 ��

�
 �	� ����	�
�� !�
�"��
�	�
�� ������-
����� ����� 
����	����� 
��	�������� ��	�$�
���. *�
���, 
�����	��� 
���� ����$�� ��	����� �
�������� � �������, � 
� ��-
	���
�� ������ �
�	��� ��

�
, ����
�$���� �	�$���, ����� 
�-
�	������� ����� ��� ��	�$�
� x � y, ����� �������� ������	���-
���� 
�	�$�� !�
�"��
�	�
�� ����� y = P(x), ��� 

P(x) = p0 + p1 x + p2 x
2 + ... + pk x

k 

– �
���$	�
 �����
� k. 
9���� ����� �������
� n 
��	���
�� ��	�$�
 � � y � (�i, yi) – 

����	���� i-�� 
��	���
�� (i = 1, 2, ..., n). >�������

� ���
���, $�� 
$��	� 
��	���
�� n _ k + 1 – $��	� 
�������
�
 ���!!�"��
��� 
�0, �1, ..., pk. K����

�� ���!!�"��
�� ��	�
� ��	����� ����	�-
��

�� ����
��� ������� 	�
��
�
 ����
�
�� 

 

�
�
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�
�
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�

�����

�����

�����
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2
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222
2
2120

112
2
1110
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k
nnn

k
k

k
k

ypxpxpxp

ypxpxpxp

ypxpxpxp

 (10.9) 

/����� �0, �1, ..., pk, �����
�� ����� 
����
���
 ���������. 9���� 

 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

k
nnn

k

k

xxx

xxx
xxx

A

�
�����

�
�

2

2
2
22

1
2
11

1

1
1

 (10.10) 
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– �����"� ���!!�"��
��� ������� (10.9). >�	� ���	�"� �����"� A 
	�
��
� 
���������, �� �� ������� 10.1 ��	�$���, $�� ������-
���	��" p = (�0, �1, ..., pk)

3 ���!!�"��
��� «
��	�$����» �
���-
$	�
� P(�) ��	����� ���
����

�� ����
��� ������� 

 ,YAApA TT �  (10.11) 

��� Y = (y1, y2, ..., yn)
3 – ������-���	��", ������	�

�� �� ���	���-

����	�
�
 �
�$�
��  ��	�$�
� y. 
&�%����, ��� � 
�����, %���� �
� ����!������ �������� ����-

���� � �������� (�i �  xj ��� i �  j), 
������ ������� A ������� 
������
���. 

9���������	�
� ������� ����� 	����. 

�����.  )�� �!��� k   1 
���������� �����
��� 

 � �.

1

1
1

1

1

1

1
2

11

2
2
22

1
2
11

>>
�

�

��

���


�
k

i

k

ij
ij

k
kkk

k

k

xx

xxx

xxx
xxx

�
�����

�
�

 (10.12) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  *���
�$�� �����

�� ������	���	� $�-
��� D(k) = D(x1, x2, …, xk+1). 9�� k = 1 	���� �$����
�: 

� � 12
2

1
21 1

1
, xx

x
x

xxD 
�� . 

�	� ��$��	�
�� ������	���	� 

� �
2
33

2
22

2
11

321

1
1
1

,,
xx
xx
xx

xxxD �  

�����	������� ��� ���������: ������	���	� 
� ����
����, ��	� 
��$��� �� ������� ���	�"� ������, ��
���

�� 
� x1, � �� ������-
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�� ���	�"� ������, ��
���

�� 
� x1. @ ����	����� ����� ������-
	���	� 

 � �
31

2
313

21
2
212321

1
1

001
,,

xxxxx
xxxxxxxxD






� . (10.13) 

'��	���� ������	���	� (10.13) �� ������ ������, ��	�$�� 

 � �
31

2
313

21
2
212

321 ,,
xxxxx
xxxxxxxxD








� . (10.14) 

+	���
�� ������ ������ ������	���	� (10.14) ����� ����� �
�-
����	� (�2 – �1); �	���
�� ������ ������ ����� ����� �
�����	� 
(�3 – �1). @�
��� ����� �
�����	�, ��	�$�� 

� � � �� � � �� � � �321312
3

2
1312321 ,

1
1

,, xxDxxxx
x
x

xxxxxxxD 

�

� . 

&� ��� �������	�, $�� D(x2, x3) = x2 – x3. #���� �������, � �	�$�� 
k = 2 

� � � �� �� �231312321 ,, xxxxxxxxxD 


� , 

��� $�� 	���� �������
�.  
�	� ������	���	� D(x1, x2, x3, x4), �����	�� �
�	���$
�� �����-

������
��, ��	�$�� 

 � � � �� �� �
2
44

2
33

2
22

1413124321

1
1
1

,,,
xx
xx
xx

xxxxxxxxxxD 


� . (10.15) 

*�����	���	�, �����	���

�� � ������ $���� ����
���� (10.15), 
����
 D(x2, x3, x4). 9������ 

D(x1, x2, x3, x4) = (�2 – �1)(�3 – �1)(�4 – �1)(�3 – �2)(�4 – �2)(�4 – �3). 
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A���, 	���� ������
� � �	� k = 3. *������, $�� ��� ��������	�-
���� 	���� �	� k = 2 � k = 3 �� �����	� ��$��	�
�� ������	���	� 
D(k) � ������	���	� ���� D(k – 1). E
�	���$
�� ������� 	���� 
������������ � �	� k � 4. 

9����	��� ��������	����� 
������������ ���	�"�� �����"� A 
(��. (10.10)). @�$���
�� � ���� �����"� ��� ������ � 
������� 
��	��� k + 1, ��	�$�

�� �����"� ����
�$�� .A�  9� 	���� ����-
��	���	� �����"� A�  ����
 ���������
�� ���
 ���
����� ����  
xj – xi (j > i). #�� ��� ��� xi ���	�$
�, �� .0��8  �	�������	�
�, 
���	�"� �����"� A�  	�
��
� 
���������; ��� ����� 	�
��
� 

��������� � ��	�� «�	�

��» ���	�"� �����"� A. 9������ ���-
��� p = (�0, �1, ..., pk)

3 ���!!�"��
��� «
��	�$����» �
���$	�
� 
P(�) ���������	�
� ��	����� ���
����

�� ����
��� (10.11) � 
����� ���� 
����
 �� !����	� 

 p = (838)–183Y. (10.16) 

@ ��$����� �����
�
�� ��	���

�
 ���� ����	������ 
����� 
�	��
�� ��������$
�� ��
��
"�� (���
�) ����
�
�� 
�������� 
��	�$�
� y �� �� �����

��� ���� y1, y2, ..., yn. J���� �	� ������-
	�

���� �$�����, $�� ��	�$�
� y ���������� �������$
� � ��$�
�� 
��
��� ���� (����� �������, n = 12). &� 
���� 
���� ����	���
-

�� ����������� ����  
 y = p0 +p1 x + p2 x

2, (10.17) 

��� � – �����. 9���� ���
�"�� ������
�� �����
� ����� 1 ����", 
��	���� �1 = 1, �2 = 2, ..., �12 = 12. #���� ��	���� (10.17) �������� 
� ������� (10.9), � ������� k = 2, n = 12. �����������

� ������� 
(10.7) § 10.1 ����������� ��� 

 
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � ��
�

�
�

�

���
���
���

,,,,,
,,,,,
,,,,,

3233123013

2232122012

1231121011

YApAApAApAA
YApAApAApAA
YApAApAApAA

 (10.18) 

��� 
 � �1 1,1, , 1 ,TA � �  

 � � � �2 1 2 12, , , 1, 2, ,12 ,T TA x x x� �� �  

 � � � �2 2 2
3 1 2 12, , , 1, 4, ,144 ,

T TA x x x� �� �  
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 Y = (y1, y2, ..., y12)
3. 

/�
���� ���!!�"��
�� ������� (10.18): 

 (81, 81) = 1 + 1 + ... + 1 = 12, 
 (81, 82) = (82, 81) = 1 + 2 + ... + 12 = 78, 
 (81, 83) = (82, 82) = (83, 81) = 12 + 22 + ... + 122 = 650, 
 (82, 83) = (83, 82) = 13 + 23 + ... + 123 = 6084, 
 (83, 83) = 14 + 24 + ... + 124 = 60710. 

#���� �������, ������� (10.18) ����� ��� 

 
��

�
�

�

���
���

���

,607106084650
,608465078

,6507812

3210

2210

1210

Yppp
Yppp

Yppp
 (10.19) 

��� 
 Y1 = �1 + �2 + �3 + ... + �12, 
 Y2 = �1 + 2�2 + 3�3 + ... + 12�12, 
 Y3 = 12�1 + 22�2 + 32�3 + ... + 122�12. 

@�$��	�� �����
�� �����"�1 �	� �����"� ���!!�"��
��� 
������� (10.19): 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



00075,00097,002273,0
0097,01336,03409,0
02273,03409,006818,1

607106084650
608465078

6507812 1

, 


�
���� ������� ���!!�"��
�� *
0p , *

1� , *
2� : 

 *
0p  = 1,06818
Y1 – 0,3409
Y2 + 0,02273
Y3, 

 *
1�  = –0,3409 Y1 + 0,1336 Y2 – 0,0097 Y3, 

 *
2�  = 0,02273 Y1 – 0,0097 Y2 + 0,00075 Y3. 

                                                        
1 ��	�� $��	���� ��

�� ���������� � �����	�
���. 
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9����, 
�������, yi – ���� ��		��� �\E 
� ���	��
�
 �����
 
&&@J i-�� ����"� 1992 �. (i = 1, ..., 12). #���� 

Y = (230, 139, 160, 144, 113, 147, 161, 210, 248, 398, 447, 414). 

@�$��	�� �� �������

�� ���� !����	��, 
�
����: 

Y1 = 2812; Y2 = 21924; Y3 = 207664; 
*
0�  = 249; *

1�  = –51,91; *
2�  = 5,955. 

A���, �� ����
���	�, $�� ��������$
�� ��
��
"�� ����
�
�� ����� 
��		��� 
� �����
 &&@J � 1992 �. ����� ��� 

 Y = 5,955�2 – 51,91� + 249. (10.20) 

'���$������ �� !����	� (10.20) «��	���

��» �
�$�
�� ����� 
��		���, ��	�$�� 

*
1y  = 5,955 – 51,91 + 249 = 203; 

*
2y  = 5,955.4 – 51,91.2 + 249 = 169 � �.�. 

%������ ��� 12 $���	 � ���� �������  

*Y  = (203; 169; 147; 137; 138; 152; 178; 215; 264; 326; 399; 484). 

*������, $�� *Y  ���
� ������������� ��� ��$�� ���
���
�� 
�	������� 9, ��������

�� ����� 	�
��
��� �����
�"���� ���-
����� 81, 82, 83, �	������� � ��$�� Y.  

�����������

� *Y  ���
� 
���� �� !����	� 

,** ApY �  

$�� (��� 
�	�$�� �����$
��� ��	���	�����) �����, $�� ���	�����-
��	�
�� ������
���� ���
��"��� $���	 1, 2,..., 12 � !����	� (10.20). 
A�������� ������� Y � � *Y  ���� 	���
�
 � �����
��� � ��$��
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(1; �1), (2; �2),..., (12; �12) � (1; *
1y ), (2; *

2y ),..., (12; *
12y ) ���������-

��

� (���. 10.1). 
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���. 10.1 

9�� ���������
�� ���. 10.1 ���
����� ������: ����� 	� ��
-
��
"�� (10.20) ����������� 
��� �� � �
���� 1993 �., ���
� 	� ��-
��� ������� ������� ����
��� 
� �������? 9�������� � = 13 � 
!����	� (10.20), 
����� *

13y = 580, ����� ��� 
� ����� ��	� ���� 
��		��� � ��
"� �
���� 1993 �. �������	 ��	��� �13 = 572. 9�	�$�
-

�� ����
�� �����	�� ��
�����	�
� ���$
��, ��
��� �	����� ��
� 
��
�����, $�� ����
�������
�� 	����� ���
���$������ ��������	� 
��	��� 	��� �� ��� ����	�� �
�$�
��� ��� �$��� �����
, �����
-

�
 � 
�� �
���������, ����
� 
�
����
�. 

§ 10.3. ���(�� ������#� /�!����#���  
��-$� %���������� 

'��������� ������ ������
�� �	�$��, ����� �
���$	�
 �(�) 
����� �����
� 1. #���� �������, ����� 
��	�������� ��	�$�
�-
�� � � y ������	������� 	�
��
�� ����������� ����

y = 	 + � �. 
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�	� ������	�
�� ���!!�"��
��� 	 � � ���
� �����	��������� 
�������� (10.11), ������� � �$���� 
���
 ����
�$�
�� 	 = �0, 
� = �1 ����������� ��� 

� � � � � �
� � � � � ���

�
�
�

��

��

,,,,

,,,,

22212

12111

YAAAAA

YAAAAA

�	

�	
 

��� 81 = (1; 1; ...; 1), 82 = (�1, �2, ..., �n), Y = (y1, y2, ..., yn). 
A���	���� �
�� ����� ,"  ��������� ��

�� ������� ���: 
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.

,
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�	
 (10.21) 

'���� ������� (10.21), 
�
���� 
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yxyxn
� . (10.22) 

9���� ,1

1
"
�

�
n

i
iy

n
y  "

�

�
n

i
ix

n
x

1

1  – ����
�� �
�$�
�� 
��	������
 

��	�$�
. #���� ������ ����
�
�� ������� (10.21) ������	�
�
� 

,ynxnn �� �	  

������ 
�
���� 
 .xy (( 
� �	  (10.23) 

A���, ����� 
����
���
 ��������� �����	��� ��	�$��� ����	�-
��

�� 	�
��
�� ����������� 

y = ,** x�	 �  

��� *	  � *�  ������	�
� !����	��� (10.22), (10.23). 
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'��������� $��	���� ������. 9�����	����, $�� � 
�� ���� 
�	������� ��

�� � �������
 ������� y � �
 ���
�$
�� "�
� � 
�	� 
��������� ������ (���	. 10.1). 
 #��	�"�  10.1  

i, 
���� 
��	���
�� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

�i, ��	�$����� (��) 25 30 20 25 15 10 20 35 40 30 

�i, "�
� (���. ���.) 14 12 15 14 18 20 16 12 10 13 

/�
���� 

"
�

10

1i
ix  = 144, "

�

10

1

2

i
ix = 2154, 

210

1
��
�

�
��
�

�"
�i

ix = 20736, 

"
�

10

1i
iy = 250, i

i
i yx"

�

10

1
= 3360. 

A���	���� (10.22), ��	�$�� 

20736215410
250144336010*









��  = –2,985. 

@�$��	�� ����
�� �
�$�
�� x  = 14,4 � y  = 25, �� !����	� (10.23) 

����� 

*	 = 25 – (–2,985)·14,4 = 68. 

#���� �������, ����
�
�� ������ ������ ����� ��� 

 y = 68 – 2,985�. (10.24) 

�	� �"�
�� �����
� ������������ 
����

��� ����
�
�� ��-

��
�� ��

�� ���$
� �����
����� ��������	� R2 (��-�������). 
+��� ��������	� ������	����� �	������� �������. 9����, ��� � 
��
���, 81=(1; 1; ..., 1)3, 82=(�1, �2, ..., ��)

3. 9���� 9 – ������
�� 
�	������� � n-���
�� �������
����, ��������� �� ���
 	�
��
�
 
�����
�"�� �������� 81 � 82. � ��������$����� ��$�� ���
�� ��-
��� 
����
���
 ��������� ������� � ���, $�� ������������ ��$�� 
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,* ;#Y  �����	���

�� �	��� ����� � ����
-

�� ��$�� � �nyyyY ,,, 21 �� . 9���� 

� � 1,,, AyyyyY �� �  – n-���
�� ������, ��� 
������
��� �������� ���
� y  – ����
��� 
�
�$�
�� 
��	������� ��	�$�
� y. #�� ��� 
������ (YY  �����
����	���
 �	������� 9, 
�� ������	�
�� *YYY  – ��������	�
�� (���. 10.2). 9����	��� 
������� ������
��� ����
 ����� ��������� �������, �� 

 ,2*2*2 YYYYYY ��  (10.25) 

��� 
� � � � � �22

2
2

1
2 yyyyyyYY n 
��
�
� �  

– ��� 
��������� ������ �����"�� y; 

� � � � � �22
2

2
1

2
yyyyyyYY n 
��
�
� (((( �  

– �����"�� y, ��\�
������ ������������ y �� �; 

� � � � � �22
22

2
11

2 (((( 
��
�
� nn yyyyyyYY �  

– 
��
������� �����"�� y, �	� ������ ����� ��������� ������. 
�����
� ����������� y �� � �"�
������� � ������� ��������	� R2: 

 2

2
2

YY
YYR

(

� . (10.26) 

������� �	�����, R2 – ��� ��	� ��C��
�

�� �����"�� y � ��	-

�� �����"�� y. A� (10.25) �	�����, $�� R2#[0, 1]. � ��������$�-
���� ��$�� ���
�� R2 – ��� ������� ����
��� ��	� Y  � ������	�
�-
�� .(YYY  

/�����
� ����$�����, $�� �	� 
����

�� ���� !�
�"�� ������ 
(10.24) ��������	� R2 = 0,955, $�� ���
� �
�������������� ��� 
�������$
� ���$
�� ����	���
�� 
��	������
 �
�$�
�� ������ 
	�
��
�� !�
�"�� (10.24). 

 Y 

Y Y* 

���. 10.2 
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%������� ���������
�� ���	���
�� ������ 
����
���
 ����-
�����, ������ ��������	� ���(� � ���� ��"�� �����
��. 9�����-
	����, $�� 
� 
�������� !�
����� �����, 
�$�
�� � 
��������� 
����
�� �����
�, $���� ���
�� �
�����	� �����
� (������, ���-
����$
�) �������������� 
������������� ��"��, ���������
�� 
� 
��

�� �����.  

9���� t
jp  – ��������� ��
�� ��"�� j-� �����
�� � 
�$�	� ��-

����� � 
������ t (�	�, $�� �� �� �����, � ��
"� ������� t – 1), � 
t
jd  – ����� ������
���, ���	�$�

�
 �� ��
�� ��"�� ��� �� ���-

��
�� �� ������ t. ��
��
���� ��"�� ��

�� �����
�� �� ������ t 
������	����� ��
���
��� 

t
j

t
j

t
j

t
jt

j p
pdp

r

�

�
�1

. 

9���!�	� X ��"�� �������� $��	�� ��"�� ������� ����, �
�-
����
 � ��

�� ����!�	�. /��, ��
���, ����� �
���������� 
� $��-
	� ��"�� �����
�� j � ������� ����!�	�, � �
 ��	� jx  � ��������� 
����� ����!�	� 
� 
�$�	� �������. *$����
�, $�� ����� ���
 ��	�� 

,1" �
j

jx  � ��
��
���� ����!�	� t
Xr  �� ������ t ������	����� !��-

��	�� 
."�

j

t
jj

t
X rxr  

�������� ����(��� ��"�� ������	����� ��� ����!�	� M, � ��-
����� ��������	�
� ��� ��������� � 
�	�$�� ����
���

�� ��-
"��. 9����
�� ����� 
����
���
 ���������, 
����� ����	���
-

�� 	�
��
�� ����������� jr  � Xr  �� ��
��
���� ��
�$
��� 
����!�	�: 

 ,Mjjj rr �	 ��  (10.27) 

 .MXXX rr �	 ��  (10.28) 

7��!!�"��
�� 	j � �j (�����������

� X	  � X� ) 
��������� ��-
�!!�"��
���� ���(� � ���� ��"�� j (�����������

� ����!�	� X). 



E�"��, �	� ������
 �j > 1, $���� 
������� ����

������ �
��-
���"��

��� �
������
����, ��	���
�� �
 ��
��
���� � ����
�� 
��������� ��	���
�� �����
 ��"��. >�	� �j < 1, �� ��"�� ������ 
���� 
������� ��������� �
�����"��

��� �
������
����. 

/��� ��������, $�� ��������	� R2 �	� ��"�� ���$
� ������-
��

� ��
��� 1, $�� �������	������� � �
�$���	�
�� �������� ��-
$�� ( t

Mr , t
jr ) ��
�����	�
� ������ (10.27). @ �� �� ����� �	� ����-

!�	�� ��"�� ��������	� R2 ���$
� ���	�$������� ��� ���	�$�
�� 
$��	� ���	�$
�
 ��"�� � ����!�	� � ����� ���� �	���� � 1. +��� 
�!!��� 
������� �����
�(�%����� ��
%�. 



 368

����
_���� 

��
���Q ��
���� ����<�
 

� ��:�
_���� �� ��
���	\�� @�
<� 

��	�� ���������� ��������	����� ��
��
�� ������� 3.1 �	���-
�� ����	���
�
 $���	 � ������� � ���	���
�� ��"��
�	�
�� 
!�
�"�� 
� ���������� �����, ������� ����� ����	��������� �� 
������ $���� �$��
���. 

/�$
�� � �������, ������� ���������� ����������
%�! ���%-
����
�� ��	� ����	���
�
 $���	 .�  

��#���� �.1 (#��#!��& ��#���� ��,�*��). &�� �
�%��� ���-
������� 
 %�����%
���� %��((��������� 

01
1

1 ...)( azazazazP n
n

n
n ����� 



  


������ 0�n  
���
����� ���%� 0 ,z #�  � %������ .0)( 0 �zP  
� � � � � � � � 	 � � � � � . 9����	��� ,0�n  ���
� ��������� �����-

����	�
�� $��	� M  ���, $���� �
� ��������� ����� Mz )||  ��-
��	� �
���$	�
� )(zP  ����	������	 
�����
���� 

 .|)0(||)(| PzP �  (9.1) 

A� ����� ��������$������ �
�	��� (��., 
�������, $���� 2 
�$��
���) ������
�, $�� ������ 
�������
�� !�
�"�� 
� ����
���� 
����
�$�

�� �
������� � 
�������� ��$�� ���
����� ���� 
��-
��
���� �
�$�
��. *����� �	�����, $�� � ����� Mz �||  
������� 
����� ��$�� ,0z  $�� |)(||)(| 0 zPzP �  �	� 	���� ��$�� z  �� ����� 
�����. 

*�����	�� �
���$	�
 01
1

1 ...)( bubububuQ n
n

n
n ����� 



  ����
-
����� 

).()( 0zuPuQ ��  

7��!!�"��
�� nbbb ...,,, 10  
�
������ � ����	����� ��������� 
������ � �������
�� �����
�
 $	�
�� � ������
�� 

,)(...)()( 001
1

010 azuazuazua n
n

n
n ������� 



  ������� ,0�� nn ab  
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�.�. )(uQ  – �
���$	�
 ��� �� �����
�, $�� � ).(zP  /�����
� ������, 
$�� 

.)0()( 00 bQzP ��  

9�����	����, $�� .00 �b  /� �����
���� Mz �||  ����	
����� 

�����
���� (9.1), ������� .|| 0 Mz )  �	�������	�
�, �	� 	����� 
����	���
��� ,u  ������, $�� |,||| 0zMu 
)  ����� 

.|||)(||)(| 00 buQuzP ���  *�
��� ��

�� 
�����
���� 
���������, 

�� ����
�� ����, �	� ,/0
k

kbbu 6
�  ��� 0�6  – �������$
� ��	�� 
���������	�
�� $��	�, � k  – 
����
���� ��	�����	�
�� "�	��, 
�	� �������� .0�kb  ���������	�
�, ���
������� $	�
��� )(uQ  
�����
� ��	��� k, 
�
���� 

� � .||||)1(||/|)(| 000000 bbbbbbbbuQ
kk

kk )
�
�
�? 666  

9�	�$�

�� ���������$�� ��
�$���, $�� .0)( 00 �� bzP  #������ 
������
�. 

�	������� ����� ���	���
�� �����
 � ���	���
��� ��"��-

�	�
�
 ������ 
� ����������. 


%��$������.  ���
�������� �����
�� ������!� ����
�-
��� ���� ����������� 

 � � � �
� � m

mm
n

nn

bxbxb
axaxa

xQ
xPxf

���
���

�� 





�
�

1
10

1
10 . (9.2) 

�	� �������� ����� �$����� � ��	�
�����, $�� 10 �b , �.�. 
� �xQ  – �
���$	�
 �� ������� ���!!�"��
��� 1. '����	�� � �xP  
� 
� �xQ  � ��������, ����� 

 � � � � � � � �xRxDxQxP �� , (9.3) 
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���$�� �����
� � �xR  ��
��� �����
� � �xQ . 9������ ��"��
�	�-

�� !�
�"�� (9.2) ���
� �������� � ���� 

 � � � � � �
� �xQ
xRxDxf �� , (9.4) 

��� � �xD  – �
���$	�
, � ����� � �
� �xQ
xR  – ����������, �.�. �����
� 

� �xR  ��
��� �����
� � �xQ .  

D���� 
� ������� 
���
 ����
�$�
��, ����� �$����� � ��	�-

�����, $�� ��"��
�	�
�� !�
�"�� � �xf  (9.2) ��������	�
� � ���� 
�����	�
�� ����� � .10 �b  

@ �	��� 3 ��	� ������
�, $�� �
���
���	� � �xQ  ���	������� 
� 

����������� 	�
��
�� � ��������$
�� �
�����	� 

 � � � � � � � � � � .2
11

2
1

11 ts
l

tt
lk

s
k qxpxqxpxxxxQ ����

� �� 		  (9.5) 


%��$������.  ����
��$�� ������ �����!� 

��, 
���-
���
���!��� ��������� ��������! ,x 	
  ������� ����� ���� 

 
� �

, .r
A A

x 	
#



�  (9.6) 

����
��$�� ������ �
���!� 

��, 
������
���!��� �������-
������ %���������� ��������! ,2 qpxx ��  ������� ����� ���� 

 
� �2

, , .s
Bx C B C

x px q

�
#

� �
�  (9.7) 

��#���� �.2 (# ��/�#-���� �� %�#����"�� $�#*�). "!��� 
���������� ����� (9.2) ���������
� � 
���� ���
���
�� ������ ��-
�� (9.6) ��� (9.7), ������ ��������! � �kx 	
  � ����
�������� 
����������� � �xQ  (9.5) 
������
����� 
���� 
�������� ���� 
(9.6) 
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� � � �k

k

x
A

x
A

x
A

			 

��



�



�2

21 , (9.8) 

� ��������! � �lqpxx ��2  
���� 

 
� � � �l

ll

qpxx

CxB

qpxx

CxB
qpxx

CxB

��

�
��

��

�
�

��
�

222
22

2
11 � . (9.9) 

� � � � � � � � 	 � � � � � .  @ ���"���� ��������	����� ����� «����-
	���» �� ��"��
�	�
�� !�
�"�� (9.2) ���������� ����� ���� (9.6) 
�	� (9.7), ���$�� �
���
���	� ���
���� ����� ���	������� � �����-
����
�� 
����������
 �
�����	�� ���� 	
x  �	� qpxx ��2  � 
�����
�, ��
����, $�� � �xQ . 

'��������� ��� �	�$��. 
1. � � � � � �xQxxQ k

1	
� , ���$�� � � .01 �	Q  
A������ ���	���
�� ������� ���: 

 � �
� � � �

� �
� �

1

1

, .k

P x P xA A
Q x Q xx 	

� � #



�  (9.10) 

9�	���� � �
� �	
	

1

1

Q
PA � . #���� �� (9.10) ����� 

 � �
� � � �

� � � �
� �xQ

xAQxP
x

A
xQ
xP

k
1


�





	

. (9.11) 

D��	���	� ����� ������ ����� ����
� ,	�x  �����	��� 
� � � � 01 �
 		 AQP  �� ������	�
�� ,A  ��� $�� 

 � � � � � � � �xPxxAQxP 	
�
 1  

� ���	� �������
�� 
� 	
x  �� �����, $�� �
���
���	� � �xQ1  � 
(9.10) ��	���� 
� �����
� ,	
x  ������ ��
���� $�� � �xQ .  
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'�������� �� �
���"��, ���
� ��������, $���� �� ��"��
�	�-

�� !�
�"�� (9.2) ����	��� ����� ���������
 ������ ���� (9.8) � 
�
���
���	� ���
���� 
� ��	���� 
� 	
x . 

2. 9���� � � � � � �xQqpxxxQ
l

1
2 ���  � � �xQ1  
� ��	���� 
� 

qpxx ��2  
�"�	�. *���
�$�� $���� 	  � 	  �������

�� ���-
�	���
�� ���
� ����
�
�� 

.02 ��� qpxx  

9����	��� �������
�� ���
$	�
 
���������, �� .		 �  9� ����-
��	�
�� � � 01 �	Q  � � � .01 �	Q  

/����� ���������	�
�� $��	� B  � ,C  �����, $�� 

 � �
� � � �

� �
� �xQ
xP

qpxx

CBx
xQ
xP

l
1

1
2

�
��

�

 , (9.12) 

���$�� �
���
���	� � �xQ1  ����� �
�����	� qpxx ��2  � �����
�, 
��
���� .l  J���� ������ B  � C  �� ������� ����
�
�� 

 

� �
� �
� �
� ��

�
�

��
�

�

��

��

.

,

1

1

CB
Q
P

CB
Q
P

	
	
	

	
	
	

 (9.13) 

@����� ������, B  � C  – ����	���
�� $��	�. D���� ���������, 
$�� �
� ���������	�
��, ������� B  �� ������� (9.13): 

 

� �
� �

� �
� �

		
	
	

	
	






� 11 Q

P
Q
P

B . (9.14) 

9����	��� 

� �
� �

� �
� � ,11 BQ

P
Q
P

B �





�

		
	
	

	
	

 �� B  – ���������	�
�� $��	�. 

9����
�� �����"�� �������
�� �� ������� ����
�
�� ������� (9.13): 
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� �
� �

.
1

CB
Q
P

�� 	
	
	  

����
���� � ������ ����
�
���, ��	�$�� ,CC �  �.�. � .C#�  

A� (9.13) �	�����, $�� �
���$	�
 � ���������	�
��� ���!!�-
"��
���� � � � � � �xQCBxxP 1�
  ����� ���
� 	  � ,	  �	�������	�
�, 

��	���� 
�"�	� 
� ,2 qpxx ��  � ����� � � � � � �
� �xQ

xQCBxxP 1�
  �����-

������ 
� ���� �
�����	�. #���� �������, �
���
���	� ����� 
� �
� �xQ
xP

1

1  (9.12) ��	���� 
� �
�����	� qpxx ��2  � �����
�, ��
�-

���, $�� � �xQ . 9� �
���"�� �� ����� ����	��� �� ��"��
�	�
�� 

!�
�"�� � �
� �xQ
xP  ����� ���������
 ������ ���� (9.9). 

9����	�� ��������������� �������� 
�� ����� �
�����	��� 
�
���
���	� (9.5) ���� 	
x  �	� ,2 qpxx ��  ��	�$�� ������� 
��������	�
�� ��"��
�	�
�� !�
�"�� (9.2) � ���� ����� ���-
������
 ������, $�� ��������� ��������	����� �������. 

:���(����.  '��	���
�� � ����� ���������
 ������ ���
��-
��

� � ��$
����� �� �������
���� �	������
. 9������� �����	�-
�� $�����	�. 

@ ���	�$�
�� ���������� ������. 

������ �.1.  '��	����� 
� ���������� ����� !�
�"�� 

� �
� � � �41

11864
22

23

�



�

�

xx
xxxxf . 

' � � � 
 � � .  �	� ���	���
�� 
� ���������� ����� ����	����� 
����� �������������� %��((��������. %������ ���	���
�� 
� 
���������� ����� � ������������ � ��������
��� �������: 

 
� � � � � � 41141

11864
2222

23

�
�

�



�



�
�



�

x

DCx
x

B
x

A
xx

xxx . (9.15) 



/�� ��������� 
���� 
�������	�

�� ���!!�"��
�� 
.,,, DCBA  � ���� "�	�� �������� � ������ �
���
���	� ������ 

$���� (9.15) � ������
��� $��	���	� ������. @ ����� ��	�$�� 

 � �� � � � � �� � .144111864 22223 
�����
�
�
 xDCxxBxxAxxx  (9.16) 

�	� 
�
����
�� B  ��������� � ����
���� (9.16) .1�x  #���� 
��� �	������� ������, ����� ����
���, ��������� � 
�	�, ��� $�� 

,55 B�
  

������ .1
�B  �	� 
�
����
�� A  �����!!���
"����� ��� $���� 
(9.16) � ��������� :1�x  

��
 81212 2 xx
� � � � � � � �� �.1212124 22 
��
��
��� xDCxxCBxxAxxA  

.258 BA ��  

9������ ,258 
� A  ��� $�� .2�A  
*���	��� 
���� C  � .D  �	� ������
�� C  ������
��� ���!-

!�"��
�� ��� 3x  �	��� � ������ � (9.16): 

,4 CA ��  

������ 2�C . 9�������� 0�x  � (9.16) � ��	�$�� 

,4411 DBA ��
�
  

��� $�� .1�D  
#���� �������, ������� ���	���
�� ����� ��� 

� � � � � � 4
12

1
1

1
2

41
11864

2222

23

�
�

�








�
�



�

x

x
xxxx

xxx . 

J�	���� $��	� �������� �������
� ����	
���	�
� �� ������ 
$���� �$��
��� � �	. 4 «*�����	�

�� �
�����	 � ��� ���	���-

��». 
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